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RESUMEN

Este trabajo es un apunte, donde se ‘Thtroducen los
conceptos y metodologlas bhsicas para la simulacidn numérica de
problemas hidrhulicos. Be describen los distintos tipos de
formul aciones anallticas que admiten 1los problemas de la
mec&nica del continue, y, a partir de ellas, los métodos
numéricos mas utilizados en la actualidad.

DESCRIPTORES TEMATICOS:

Bimulacién numérica, modelacidn matemhAtica, diferencias
finitas, elementos finitos, elementos de contorno.



FROLOGO

El objetivo del presente apunte es introducir nociones
elementales sobre los mltodos de simulacidn numérica mhs
di fundidos en relacidn a 1los problemas hidréulicos. Estd
dirigido tanto al usuario de software que pretende comprender
los fundamentos de las teécnicas que utiliza, como al
profesional que se esth iniciando en tareas de desarrollo vy
quiere adquirir una visibn panor&mica del tema. En
consecuencia, a veces se ha sacrificado wun tanto el rigor
matemédtico, en aras de simplificar los planteos.

Esta primera versitn del apunte, gue sirve de base para el
curso que el autor dictard para profesionales de HIDRONOR
durante 1987, es atin incompleta. Consta de un capitulo
introductorio, donde se analiza toda la problemhtica de la
simulaci®dn numérica; un segundo capltuleo, donde se desarrollan
las distintas formulaciones anallticas gue admite un problemaj
y un tercer y @iltimo capitulo, donde se presentan los métodos
numBricos gue surgen a partir de las distintas formulaciones.

Ezeiza, setiembre de 1987
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CAFITULO 1

INTRODUCCION

1.1. Simulacidn

For simulacidn de un fendbmenc flsico, se entiende su
reproduci®dn bajo condiciones de control. Los objetivos de 1la
simulacidn son el estudio del fendmeno y/o la prediccién de su
evolucidn en situaciones particulares de interés.

A partir de la observacidn de un fenbmeno flsico se pasa a
un primer nivel de abstraccibn, gue se denominarh modelo tebdrico
filsico. Este se basa en la conceptualizaci®dn del fenbmeno
(identificaci®én del sistema, fuerzas interiores significativas,
accidn externa), que surge a partir de 1los conocimientos brindados
por la Filsica y el conocimiento emplrico del problema. Este modelo
gueda plasmado en un cuerpo de hipbtesis. A partir de &1, es
posible proceder a la simulacibn flsica del fendmeno, es decir, su
reproduccibn a escala (reducida o aumentada, dependiendo del
problema). En la jerga de la ingenierla hidraulica, a é&sto se lo
denomina modelo flsico.

Una vez establecido el modelo tedrico flsico, es posible
avanzar a un segundo nivel de abstracci®dn: el modelo tedrico
matemdtico. Este no es mhAs que la representacidn simbdlica del
problema mediante las herramientas provistas por el AnAlisis
Matemhtico (ecuaciones diferenciales, integrales, etc.). FPara dar
este paso, es necesario recurrir a las leyes flsicas generales (por
ejemplo, teoremas de conservacidn) gque gobiernan el fenbdmeno. A
partir del modelo tebdrico matemstico, es posible proceder a la
simulacifn analdgica, gque consiste en estudiar un fendmeno distinto
(por ejemplo, un fendmeno elé&ctrico en el caso de utilizarse una
computadora analdgica), pero regido por las mismas ecuaciones.

Tambien es posible, en algunas situaciones (ya sea muy
simplificadas o correspondientes a geometrlas muy simples), buscar
la solucibn del problema matemhtico recurriendo a técnicas

analiticas de resolucibn. Este procedimiento se denomina simulacidn
analltica.

En muchos problemas précticos la solucidn por métodos
anallticos no es actualmente posible. En consecuencia, puede
proceder se a discretizar el modelo teérico matemhAtico, para
transformar el problema analltico en uno algebraico, y asl poder
recurrir al wuso de 1la computadora digital. Esto se denomina
simulaci®n numkrica. En la jerga de la ingenierla, a &stos se los
identifica como modelos matemAticos. En la prActica, tambien se
incluye en esta denominaci®n a cualquier procedimiento de cAlculo
implementado en una computadora.

En el presente apunte, se desarrollarAn con caréacter
introductorio 1los principales aspectos de la simulacidn numérica.



La mayorla de los problemas de 1la Hidrblulica se formulan
sobre la hipbtesis de que el sistema es continuo, es decir, sus
propiedades (densidad, presidn, wvelocidad, etc.) se especifican a
travks de funciones continuas. La aplicacidn de las leyes de la
Filsica <(en general, en la forma de teoremas de conservacibdn) a un
tal modelo tedrico requiere, en general, la utilizaci®n de procesos
de paso al 1limite, que conducen a expresiones diferenciales y/o
integrales (que constituyen el modelo tefrico matembtico)d.

En primer 1lugar, se considera que el medio (agua, aire,
etc.) es continuo. Esto, denominado hipbtesis del continuo,
significa gue se hace abstraccidn de su estructura microscdpica, ya
que las escalas de movimiento que interesan son mucho = mayores que
las moleculares. Sin embargo, los movimientos microschpicos no
estAn desacoplados de 1los macroschpicos, sino que los primeros
adquieren su energla de los segundos, en un procesco que Se cConoce
como “"disipacidn® de la energla wmechnica. Para expresar
matemAticamente esta disipacibn, es necesario recurrir a leyes
emplricas. Las ecuaciones de MNavier—-Stokes surgen, precisamente, de
incorporar relaciones empiricas entre el tensor de las tensiones
(que engloba 1la influencia de las escalas moleculares) y la
velocidad de deformacidn del medio (que es wuna cantidad
macroscépica), introduciendo los coeficientes de viscosidad (de
Mewton y de wvolumen)(Batchelor,1967).

El tema de la existencia de movimientos de escala muy
di ferente entre si, y el efecto de las escalas no resueltas sobre
aquellas resueltas, no se agota en la divisibn entre movimientos
microschpicos y macroschpicos. Aflin dentro de lo macroschpico
existen escalas de movimiento disimiles, lo cual conduce a que, en
muchas situaciones, sea aconsejable, & incluso necesario, proceder
a nuevos "filtrados". Por ejemplo, en el caso de flujos turbulentos
es comfin, desde Reynolds, descomponer a las variables en valores
medios y fluctuaciones. Los primeros son promedios estadisticos.
Las fluctuaciones turbulentas estAn alimentadas por el movimiento
medio (en realidad, existe una cascada de energla desde las escalas
mayores a las menores). 85i se aplica este tratamiento a las
ecuaciones de Navier-Stokes, se obtiene, en primer lugar, las
ecuaciones de Reynolds para el movimiento medio (Hinze,1975). En
ellas, la influencia de las escalas no resueltas (es decir, las
escalas de las fluctuaciones turbulentas) se manifiesta a través de
las tensiones de Reynolds. Para expresar a estas tensiones en
t&rminos de cantidades medias, se recurre a los denominados
"modelos de turbulencia", de wvariados grados de complejidad
{Bradshaw, 1976) .

Cuando los movimientos de escalas disimiles esthn
alimentados externamente, es decir, no hay un trasvase de energla
del wuno al otro, cada uno de ellos puede estudiarse independiente-
mente. Tal es 1lo que sucede, por ejemplo, entre los movimientos
generados por las olas y agquellos producidos por las mareas (en una
primera aproximacifn).



Dada la gran variedad de problemas a los que se enfrenta
la HidrbAulica, el modelo tedrico matembtico cambia, en general, de
un estudio a otro. En efecto, si bien la base comfin esth
constitulda, en principio, por las ecuaciones de Navier—S5tokes, los
necesarios filtrados vy simplificaciones conducen a expresiones
matemdticas que, en muchos casos, solo conservan un lejano parecido
con aguellas. Esto significa que las tEcnicas de resolucidn a las
que debe apelarse son tambien variadas. De ah! 1la necesidad de
adquirir, al menos, una visi#fn panorBmica de los diferentes métodos
disponibles, con sus alcances y limitaciones, que es lo que
pretende el presente apunte.

Tal cual se ha dicho en la seccidn anterior, la resolucidn
de las ecuaciones del modelo tebrico matemdtico por técnicas
anallticas solo es posible en muy contados casos. Generalmente, se
hace necesario recurrir a métodos numfricos. Esto significa que
debe procederse a discretizar el problema, hasta aqu! planteado en
términos anallticos. La discretizacidn, gque se realiza de acuerdo a
tEcnicas que se discutirBn en capltulos siguientes, transforma el
problema analltico en uno algebraico, el cual puede resolverse
utilizando la computadora.

El hecho es gue la discretizacidn introduce un error de
truncamiento, denominado error de discretizacifn. Este error puede
mani festarse en la solucidn numérica como si se tratara de
fenbmenos de difusidn y/o dispersidn. En algunos problemas, estos
fenbmenos no estaban presentes en la formulacidn continua original,

lo cual da lugar a imprecisiones. En otros, se produce una
contra—-di fusi®n que provoca la inestabilidad de la solucidn
numé&rica. Precisamente, una de las claves de wuna adecuada

simulaci®n numlrica esth en poder contreolar los efectos del error
de discretizacidn.

La conviccidn de que el proceso de discretizacidn puede
llevar, en algunos casos, a variar sustancialmente el problema que
se esth tratando de resolver, condujo a desarrollar una metodologla
especlfica de discretizaci®n basada en consideraciones flsicas. Se
trata de interpretar el proceso de discretizacifn como una fase mhs
del filtrado de escalas de movimiento. La idea es integrar las
ecuaciones aoriginales sobre las celdas, elementos, segmentos, etc.,
gue componen la grilla (la cual determina un sistema discretizado),
y definir adecuadamente las wvariables medias. Los té&rminos que no
admiten una expresidn directa en funcidn de las variables medias,
constituyen los t&rminos de interaccidn entre las escalas resueltas
y las no resueltas (denominadas escalas sub—-grilla). Para cerrar el
planteo, se necesitan leyes para expresar esos t&rminos de
interaccidn, 1lo cual no es un problema sencillo. En definitiva, los
resultados de las formulaciones basadas en este punto de vista, en
poco difieren de 1los obtenidos directamente a partir de la
formulaci®n continua.



1.3. Programas_computacionales

El proceso de discretizacidn convierte al problema
analltico en uno algebraico, apto para ser resuelto por una
computadora digital. La resolucibdn requiere disefiar un
procedimiento de chlculo; Este se denomina algoritmo. La

descripci®n detallada de los pasos de «chlculo que constituyen un
algoritmo es un programa, gque puede, o no, involucrar el uso de una
computadora. Un programa, para ser implementado en una computadora,
debe ser escrito en uno de los lenguajes que la mAquina es capaz de
interpretar. Generalmente, se programa en lenguajes de alto nivel
(BASIC, FORTRAN, PASCAL, etc.), que son aquellos adaptados a la
forma expresiva del wusuario (palabras, simbolos matemhticos, etc.).
La computadora misma 1lo traduce (mediante intérpretes o
compiladores? a lengua je de méquina, ¥y los convierte en
instrucciones.

Una computadora no vale solo por lo que es como equipo, es
decir, por su "hardware", sino tambien por la calidad y cantidad de
programas de que dispone, es decir, por su "software". Este incluye
no solo el propio sistema operativo de la mhquina, absolutamente
necesarioc para su operacidn, sino también las librerlas de
funciones matembticas, de graficaci®n, etc.

El programador (que, en la actualidad, puede ser prhcti-
camente cualquier profesional o técnico), wutilizande la base de
hardware y software provista por la mlAgquina, desarrolla programas
especl! ficos para una determinada disciplina. Un paguete de
programas interconectados, dirigido a resolver una determinada
familia de problemas, constituye un sistema computacional. Estos,
en general, estAn preparados para ser "amigables" con el usuario.
Es decir, la forma de alimentarlo de datos es «clara y simple, y la
presentacifn de resul tados (tablas, gr&ficos) concisa Y
signi ficativa. En este caso, los sistemas son productos
comercializables y, a veces, altamente cotizados.

Un programa de chlculo requiere, en general, gue los datos
se entren y almacenen de una forma muy particular. Para lograrlo,
partiendo de la informaci®#n virgen de gque se dispone (mediciones,
esquemas, etc.d, as necesario un proceso de elaboracidn
(depuracidn, tabulacidn, anllisis estadlistico, etc.). Este proceso
es conveniente automatizarlo, dando 1lugar a los denominados
programas de preprocesamiento. Estos, en algunos casos, pueden
involucrar el uso de periftricos especiales, tales como un
digitalizador, o de inter fases, tales como un CONVErsor
analtgico-digital.

Todo proceso de chlculo requiere la eleccidn de ciertos
par&metros numbricos: intervalos de discretizaci®n, intervalos de
tabulacitn, etc. El criterio de elecci®n de esos parbimetros depende
de consideraciones particulares al problema a resolver; blsicamen—
te, esthA asociado a la escala de resolucidn deseada y/o posible.
Sin embargo, ellos se hallan, en general, interrelacionados, es
decir, la elecci®n de alguno de ellos determina el rango de
elecci®n de 1los restantes, de modo de conseguir la precisidn
requerida y, en algunos casos, de mantener la estabilidad del
proceso de chlculo.



Los resultados directos del cAlculo no son, en general,
los mi&s significativos para el usuario, sino que &stos requieren
aiin cierta elaboraci®fn para proveer salidas @itiles. Por ejemplo, en
muchos casos se obtienen valores nodales de una o mAs variables; si
se trata de un dominio bidimensional, estos resultados adquieren
mayor significacidn, y producen mayor provecho, si se representan
vistas tridimensionales, curvas de nivel, perfiles a lo largo de
cortes especificados, etc. Estos procedimientos se implementan en
los denominados programas de posprocesamiento.



CAPITULO 2

FORMULACION CORNTINUA

2.1. Formulacidn_diferencial

La forma mhs com@in de expresar matemhAticamente las leyes
flsicas que gobiernan un fenbmeno, es a travks de ecuaciones
di ferenciales, es decir, expresiones que involucran derivadas de
las variables.

2.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Las ecuaciones di ferenciales se denominan ordinarias
cuando solo existe una variable independiente. Por ejemplo, si la
funcifin inchdgnita es u, y &sta depende solo de la wvariable +t, una
ecuacidn diferencial ordinaria de orden n para uftl) es una
expresifin de la forma

(2.1) F ¢ t, u, du, d?u,..., d"u ) =0
dt dt? dt"

Para determinar completamente a 1la funcidn u(t), deben agregarse n
condiciones complementarias, en la forma de condiciones iniciales
y/o de contorno (las cuales pueden involucrar derivadas de hasta
orden n—-1). Si el problema esth "bien planteado", 1la solucidn
existe y es Gnica. Si bien hay teoremas de existencia y unicidad
para formas especlficas de ecuaciones diferenciales, es, en
general, 1la flsica del problema 1la mejor gula para determinar
correctamente cubles deben ser las condiciones complementarias a
especificar.

Cuando las condiciones complementarias se especifican en
un solo punto (condiciones iniciales), se esth frente a un problema
de valores iniciales. En caso contrario, se trata de un problema de
valores de contorno. Los primeros se hallan asociados a procesos
evolutivos, mientras que los segundos corresponden a situaciones
estacionarias (o, en particular, de equilibriol.

Un tema importante en relacibn a las soluciones de
ecuaciones diferenciales, es el de la estabilidad. Esta esth
asociada a la sensibilidad de la solucidn frente a cambios en las
condiciones iniciales o de borde. Cuando cambios pequefios en los
valores iniciales y/o de borde producen cambios tambien pequefios en
la solucidn, &sta se dice estable, y wviceversa. En problemas de
valores iniciales, la estabilidad requiere que la diferencia entre
la soluci®#n perturbada vy 1la no perturbada tienda a cero a medida
que &stas evolucionan. Si 1la diferencia tiende a crecer, la
solucidtn es inestable. En el caso intermedio en el que 1la
di ferencia permanece finita, se habla de una solucidn neutralmente
estable. La inestabilidad de wuna soclucidn muestra la existencia de
un proceso flsico inestable, que, en general, evoluciona hacia un
estado que ya no puede ser descripto por la ecuaci®n diferencial
resuelta (es decir, debe redefinirse el1 modelo tedfricol.

A titule de ejemplo, sea el siguiente problema de valores
iniciales:



ult=0>x=u,

-y

2.2) du + au = 0
dt -

para t»>0, donde a y u, son valores constantes. La Ec. (2.2) puede
transformarse en

u - t .
(2.3) L du = FL a dt
o u

Procediendo a la integracifn, se obtiene

-at

(2.4 uct) = u, e

L]
La soluci®dn (2.4) es decreciente o creciente, dependiendo de si a
es positivo o negativo, respectivamente. Para establecer la
estabilidad de 1la soluci?n, supbngase que se perturba el valor
inicial en la cantidad Su. La solucidn perturbada U esth dada,
entonces, por una expresisn idéntica a la (2.4), solo que debe

reemplazarse ug por  ug +8u. La diferencia entre ambas soluciones
vale

-at -
(2.5) U-u=25%u e

La Ec. (2.5) muestra gque la solucidn u es estable si a>0, ¥y
viceversa (si a=0, es neutralmente estable, pero &ste es un caso
triwviald.

El ejemplo anterior desarroll®d una técnica de resolucidn
directa de una ecuacidn diferencial ordinaria. Sin embargo, el tipo
de solucidn obtenida, de forma exponencial, es caracterlstica de
cualquier ecuaci#n diferencial lineal homogtnea. Sea, por ejemplo,
el siguiente problema de valores de contorno:

(2.6) d?u + u + x =0 : uC0)=0 , dutl)=g
dx2 dx

para 0<{x<1. Esta ecuacisn es lineal, pero inhomog&nea. 5u solucién
general es suma de una solucidn particular y de la soluci®n general
de la homogénea. Una solucidn particular de la Ec.(Z2.6) es

(2.7) u (x) = —x
{ndbtese que &sta no verifica las condiciones de contorno). La forma

de la solucidn de la ecuacidn homogeénea es, de acuerdo a lo
discutido,

Ax
(2.8 u (x) = A e

Introduciendo 1la Ec. (2.8) en la ecuaci®n homogfnea se obtiene 1la
siguiente ecuaci®n caracterlistica

(2.9 ANs1=o0



que provee las dos soluciones Ay=+i y M=—i. La soluci®n general de
la homog&nea es una superposicidn de 1las dos formas de solucidn
resultantes de introducir estos dos valores de A. En consecuencia,
la soluci®n general de la inhomoglknea es de la forma

(2.10) uilxi= — % + a cos x + b sen x

donde a y b son constantes a ser determinadas en base a las
condiciones de contorno. De esta forma se obtiene la solucidn
final:

(2.11) ulx) = (14g) sen_x — x

Es fhkcil demostrar, siguiendo 1la metodologla anterior, que 1la
solucidn (2.11) es neutralmente estable frente a wvariaciones del
valor q.

Existen wna wvariedad de té&cnicas y procedimientos para
obtener soluciones exactas de ecuaciones diferenciales ordinarias
mhis generales que las mostradas en 1los ejemplos anteriores. Sin
embargo, con ellos solo se pueden resolver una cantidad limitada de
problemas. El espectro se amplla si se recurre a m&todos anallticos
para obtener soluciones aproximadas. En este sentido, existen
técnicas de perturbaci®n y anblisis asintéticos que, en muchos
casos, proveen resultados mis fGitiles que la propia solucidn exacta,
al poner de manifiesto 1la importancia relativa de los mecanismos
flsicos intervinientes. Todos &stos métodos pueden generalizarse,
en principio, para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias (Bender and Orszag, 1978).

2.1.2. Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

Cuando existe mis de wuna wariable independiente (por
ejemplo, el tiempo +t y 1la coordenada espacial %), las ecuaciones

di ferenciales involucran derivadas parciales de las wvariables
dependientes. Los problemas resultantes adquieren una complejidad,
en general, bastante mayor gue los asociados a ecuaciones

diferenciales ordinarias.

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se
clasifican en +tres tipos: hiperbbdlicas, parabdlicas y ellpticas.
Las dos primeras clases estin asociadas a problemas evolucionarios
(es decir, a problemas puros de valores iniciales o mixtos de
valores iniciales y de contorno). Las ecuaciones hiperbflicas
corresponden a problemas de propagaci®dn de ondas, es decir, de
transmisi®dn de informacifn a velocidad finita. Las ecuaciones
parabdlicas, en cambio, corresponden a un proceso de difusidn, es
decir, transmisitn de informacifn con wvelocidad infinita. Las
ecuaciones ellpticas, por su parte, esthn asociadas a problemas
estacionarios (es decir, a problemas puros de valores de contorno)d.

La determinaci®n del carbcter de una ecuacitn, se lleva a
cabo utilizando la metodologla de hallar las curvas caracterlsticas
asociadas a dicha ecuacidn. Desde el punto de vista matemitico,
Estas son las curvas en el plano x,t (o, eri, general, las
hipersuper ficies en el espacio de las variables independientes) a
lo largo de las cuales pueden ser discontinuas las derivadas de
mayor orden de la ecuacifn diferencial. Fisicamente, las curvas

L 2 JEN ——
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interpretarse como la trayectoria de propagacién de la informacidn.
En rigor, ellas tienen existencia real solo en problemas
evolucionarios. En problemas ellipticos, las curvas caracterlsticas
resultan complejas, lo cual es el criterio para determinar este
cardcter. En problemas parab®licos, algunas curvas son reales y
otras complejas, o son reales pero perpendiculares al eje de los
tiempos (con este criterio se diferencian los problemas parabflicos
de los hiperbé&licos, ya que, entonces, la velocidad de propagaci#n
resulta infinita).

Fara ilustrar la aplicacidn del meétodo de obtencidn de las
curvas caracterlsticas, se lo desarrollarh para la siguiente
ecuaciftn diferencial 1lineal de segundo orden (a la cual pueden
reducirse muchas ecuaciones de mayor ordenl:

(2.14) ad@u+bd@u+cdu+ddut+edu+ fu=ag

ot? Ixat Bx? at Ax

donde a,b,c,d,e, f,g son constantes.5i se define

(2.15) v = du
3t
(2.16) w = 3u
dx

la Ec. (2.14) puede ser transformada en una ecuacitn diferencial
de primer orden

(2.17) ad3v +bdv+cw+dv+ew+ fu=aqg
ot Ax ¥x

La variaci®tn de las cantidades v y w (es decir, de las derivadas de
u) a leo largo de un segmento infinitesimal en el plano x,t esth
dada por

(2.18) dv = dv dt + dv dx
gt Ax

(2.19) dw = dw dt + 3w dx
gt Sx

5i se complementan las Ecs. (2.17y a (2.19) con la siguiente
relacifén entre v y w

(2.20) dv =
M

£

d
]
gqueda determinado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de prim$r orden

-y —. — —

b O c av - dv-—-—ew-fu+gqg
A
dt dx o0 o[ 3v dv
dx
(2.21) =
4] 0 dt dx AW dw
at
.




NAotese que las incignitas de las Ecs. (2.21) son las derivadas de
mayor orden de la ecuaci®n diferencial. Para que &stas puedan ser
discontinuas sobre ciertas trayectorias del plano x,t, dicho
sistema debe de estar indeterminado a 1lo largo de ellas. En
particular, el determinante de 1la matriz de coeficientes debe
anularse, lo cual conduce a la condici®n

(2.22) a (gg 2 _pbdx +c=0
dt) dt

Las ralces de la Ec. (2.22), que definen la ecuaci®n para las
curvas caracteristicas (en este caso particular son rectas), esthn
dadas por

(2.23) ——

Si el discriminante es positivo, la Ec. (2.23) define dos familias
de trayectorias sobre el plano x,t, que corresponden a sendas
familias de curvas caracterlsticas, y el problema es hiperb&lico.
En cambio, si el discriminante es negativo dichas trayectorias son
complejas, lo cual muestra que el problema es ellptico. En el caso
de transici®n, es decir cuando el discrimante es nulo, las dos
familias de trayectorias coinciden C(aunque apuntan en sentidos
contrarios), y el problema es parab#lico. En este caso, si t es la
coordenada temporal, consideraciones flsicas llevan a concluir que
las trayectorias deben ser normales al eje de los tiempos.

Dade que muchas de las formulaciones diferenciales de
problemas flsicos parten de leyes de conservacidn, una de las
formas bAsicas y mhs comunes de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales (de tipo hiperbd&licol es

(2.24) du + dF(u) = G
At A

donde u puede ser un vector (que incluye masa, cantidad de
movimiento, etc.), F(u) es una densidad de flujo de la cantidad u,
y G es un t&rmino fuente (aporte de masa, campo de fuerzas, etc.).
Por ejemplo, la ecuaci®n de conservacidn de la masa (o de
continuidad) para el escurrimiento de agua en un canal es

(2.23) 2h + 3Chu) = q
ot %

donde h es el tirante, u la velocidad y q el aporte lateral por
unidad de ancho.

Como en el caso de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, existen una variedad de procedimientos para obtener
soluciones exactas de ecuaciones en derivadas parciales, muchos de

ellos siendo extensiones de m&todos desarrollados para las
primeras. En problemas hiperb&licos resulta de gran utilidad el
m&todo de las curvas caracteristicas. FPara las ecuaciones

parab%licas y ellpticas, wuna tEcnica muy utilizada es separacibn de
variables, que transforma al problema en un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Tambien pueden utilizarse
transformaciones de similaridad o 1las transformadas de Fourier,
Laplace, etc. (Morse y Feshback,1953).



2.2. Formulaci#tn_dé&bil

Existen formas alternativas de formular wun problema en
lugar de hacerlo en forma diferencial. Estas formas alternativas
permiten, como se verh, ampliar la categorla de soluciones posibles
al problema en cuestidn. AdemhAs, constituyen nuevos puntos de
partida para desarrollar m&todos aproximados de resoluci?n.

Para ilustrar qu® se entiende por una formulacisn débil,
se partird del siguiente problema diferencial ellptico en el plano
eyE

(2.26) Pu + flu,x,y) = 0 en L2
(2.27) u = u sobre I
(2.28) du = q sobre I
an
donde f es wuna funcidn arbitraria, aungue conocida, u y g son
datos, I+ T4 = I' , siendo I el contorno total del dominio 2, y n

es la normal exterior a {2 . N&tese que la solucidn u(x,y) a este
problema debe ser continua hasta 1la segunda derivada, es decir, u
debe pertenecer a la clase CZ2.

Una forma de encarar la obtenci&én de una solucidn
aproximada al sistema (2.26)-(2.28), es requerir que esas
ecuaciones se satisfagan en un sentido medio. Por ejemplo, se puede
pedir que

(2.29) j (V2u+frwdQ +‘£_ (u-t)wdI" + L@u - PwdQ = 0
i1
2

1 an
donde w, W ¥y v son funciones de pesoc (o de prueba) que
distribuyen el error. Estd claro que si la Ec. (2.29) debe
satisfacerse para funciones de peso arbitrarias, &sta es

equivalente a las Ecs. (2.26)-(2.28).

Si se integra por partes el primer té&rmino de 1la Ec.
(2.29), es decir, se aplica la primera f&rmula de Green:

(2.30) Lv"qwdﬂ = - [¢ob 40 +Lf+ ‘%é dT
. n n

donde ¢ y 4 son funciones arbitrarias, se obtiene

(2.31) - [Vu.w dR +j fw dQ +-.[r wdu dT" +
2 2 . A on
+L Cu-t)w dl"+£(§g. - §w dT" = 0
.

an

Ahora pueden realizarse algunas simplificaciones: en primer lugar,
se toma (sin perder generalidad) w = —w; en segundo lugar, se elige
qgue w = 0 sobre I (lo cual tampoco restringe la generalidad del
planteo); finalmente, se impone que u = u sobre Ij

(aunque la soluci®n sea aproximada en el resto del dominio).
Entonces, la Ec. (2.31) se reduce a

£



a2

La Ec. (2.32, Jjunto con la Ec. (2.27), es la formulaci#n
d&bil del problema diferencial (2.26Y-(2.28). 8i la funcidn de peso
w es arbitraria (pero perteneciente a C1? y haci®ndose nula sobre

I esta formulaci®n se reduce a la anterior. Sin embargo, ella es
mAs amplia, en el sentido de gque permite la existencia de
soluciones con una vrestriccifn menor en cuanto a continuidad. En
efecto, la Ec. (2.322) muestra que solo es necesario que u
pertenezca a C!, es decir, puede tener derivada segunda
discontinua. De existir, &stas se denominan soluciones débiles o
generalizadas (Richtmyer, 1978}.

(2.32) =—j"-_u’u."~]?w d + [ fw d_Q+j Gw dI' = ©
T

La consideraci®n de soluciones d&biles es crucial en
problemas hiperb&licos no lineales. Sea, por ejemplo, un problema
de valores iniciales definido por la Ec. (2.24), con G=0, es decir

(2.33) du + AF) = 0

at %
con condiciones iniciales dadas por
(2.34) uilx, t=0) = u, (x)
Nitese gque este borde (£E=0) es del tipo 1; - Tal como esth
formulado, la soluci®n de este problema debe pertenecer a 1la clase
c* (ya gue las derivadas primeras pueden ser discontinuas sobre las

curvas caracteristicas). Introduciendo, como antes, una funcidn de
peso w, la Ec. (2.33) conduce a

o)
(2.35) ﬁtjdx (du + dF ) w=20
0 o at Ax
5i se integra por partes la Ec. (2.35) se cbtiene

L= ol
(2.36) -Jdt[dx(u§g+r“gﬂ}+

- o Tt ot L dx o ey
+| dx Cuvy™® +J dt (Fuw) =0
"I'.-:ﬂ 0 X wy
iy

De acuerdo a las simplificaciones discutidas mAs arriba, es
conveniente tomar w = 0 sobre el borde t =0 (ya que es del tipoIj).
Si, adembks, se admite que w se anula fuera de un dominio finito (es
decir, tiene soporte acotado), la Ec. (2.36) se reduce a:

(2.37) -Idt J dx (u Qw + F hw ) =0
Ay

5i la Ec. (2.37) debe satisfacerse para cualguier funcifn
de prueba (perteneciente a Ciy sujeta a las restricciones ya
explicitadas), constituye wuna formulaci®n alternativa a 1la Ec.
(2.33) (en realidad, la Ec. (2.37) es la definicidn de derivada en
el sentido de las distribuciones). Esta es 1la formulacidn débil del
problema gue, como en el caso anterior, es algo mhAs general gque la
formulaci®n di ferencial, al permitir’ soluciones



discontinuas. Estas soluciones aparecen asociadas a fendmenos
fisicos de gran inter®s: ondas de choque en gases, ondas de frente
abrupto en canales, etc. A partir de la Ec. (2.37) es posible
obtener expltcitamente la relaci®n algebraica entre 1los valores de
la soluci®n inmediatamente hacia ambos lados de la discontinuidad.
Esta es

(2.38) x[u] =[F]

donde %=dx/dt es la velocidad con gue se desplaza 1la
discontinuidad, y el simbolo [F] significa diferencia entre los
valores limites de la funciétn F sobre ambos lados de la
discontinuidad. La Ec. (z2.328) se denomina relacifn de

Fankine-Hugoniot (Richtmyer, 1978).

La formulaci®n wvariacional de un problema, C Omo
alternativa a la formulaci®dn diferencial, ya es clisica en la
MecAnica. Sin embargo, ella no siempre existe.

El problema que plantea una formulaci®n variacional es
encontrar wuna funci®n (o funciones) que hace estacionaria (es
decir, maximiza o minimiza) wuna funcional (o sistema de
funcionales), vy gue est® sujeta a ciertas condiciones de borde. Una
funcional es una funci®n de funciones que, en la mayorla de los
problemas, representa wuna cantidad fisica (por ejemplo, la
energfal.

El funcional, como en el caso de la formulacidn débil,
contiene derivadas de un orden menor gue el operador diferencial,
por lo cual permite soluciones de wuna clase mAs amplia de
funciones. En realidad, existe wun parentesco entre las
formulaciones deébil y wvariacional. Por ejemplo, supdngase gue la
funci®n de peso w es una variacibén (d&bil) de wu, ¥y denttesela,
entonces, como Su. 65i, ademhs, se supone que en la Ec. (2.32) la
funcitn f(u,x,y) es de la forma f = u + gix,y), donde g es una
funci®n arbitraria, dicha ecuacitn puede escribirse como

(2.39) -jw.vsu dQ + j (u+g)du dﬂ+£ GSu dT = 0
<2 n

gue es equivalente a:

1
2

(2.40) L[—;Swuﬁ + 18u?> + Egu] aQ +‘L28(ﬁu} dT' = 0
-2

8i se define 21 funcional

(2.41) I(u) = J[ Jul - u? - gu] uﬂ—j Gu dT
2 2

© I

la Ec. (2.40) es equivalente a requerir que
— 1=



(2.42) &I =0

es decir, que el funcional sea estacionario. Esta es la
variacional del problema en cuesti®n (Elsgoltz,

Fecubkrdese que, para
requiere que Su=0 sobre Tj .
geombitrica, ya

condici®n de contorno sobre

13

gque
Esta se denomina
gue debe ser impuesta expllicitamente.

formulacidn

1963).

Ec. (2.39) sea vAalida, se
condici®n de borde

En cambio, la

se ha de cumplir automAticamente,

la

por lo cual se denomina condici®n de borde natural.

En 21 caso particular de una
0 como el contorno Iy y % =
tiene el problema cuya formulacifn diferencial
(2.411,

gix) = %, x =

Ec. (2Z.6). De acuerdo a la Ec.

Iy

FPara wverificar que 1la
resultado que la diferencial,

(2.43) I(u) =

dx 2

(2.44)

formul aci®n

dimensifn espacial, y tomando
1 como el contorno Iz , se
se presenta en la

gl funcional asociado es

gg)ﬂ - gl xu] dx - Qulld

variacional provee el mismo

se tomar® wuna solucidn de la forma

ufx) = a sen % + bx

donde las constantes a y b se ajustarhn de manera de hacer
estacionario el funcional. Reemplazando 1la Ec. (2.44) en la Ec.
(2.43) y operando, se obtiene

(2.45) I(w = sen2 a + b? + cosl ab + [cost - (1+@)senl] a -

K 3
- (g + 12 b
3

FPara extremar la funcional (2.435)
cual conduce al siguiente sistema

sens cosl a
(2.46) 2 =
cosl z b
3

cuya solucifn es

a=1%+4g
cosl
(2.47)
b = -1
la cual, reemplazada en la Ec.

como se querla mostrar.

2.4,

La
paso mhs en la integracifn
débil. Aplicando, entonces,

| = [ B P T ¥ S T Fe Ma

——

(Z2.44),

formulaci®n integral de un
por partes
nuevamente

- i B

se impone que JAI/d a=31/3b=0 , lo
de ecuaciones:

- cosl + (1+)senl

g+ 1
3

da la soluci®dn  (2.11), tal

problema surge de avanzar un
gue condujo a la formulacibn
la primera f&rmula de Green,



(2.48) J uVae d2 + J fw d2 - | udw dI' + | wdu dI' +
Q Q dn an

+ L(UHE)ﬁ dr + | Qu ~ @w dI' = 0
: dn

5i se elige, sin pérdida de generalidad, que W o= —u v W =dw/dn, la
Ec. (2.48) se reduce a

(2.49) juv'*’w df2 + wa dl2 +j wgg dr +J.r wq dI" —
<2 - T on 2

- .EQH dr - [ ud
, on 3
Nitese que la restriccidn sobre la categorla de la solucidn u es

alin mAs suave que antes: sdlo es necesario gue sea continua (en
cambio, w debe pertenecer a C?%).

dI' = 0

=

ﬁ.partir de la Ec. (2.49) se generan dos clases distintas
de formulaciones integrales: la directa y la indirecta. En lo que
sigue se analizard el caso particular en gue

(2.50) flu,x,y) = u + gix,y)

donde o es una constante y g una funcidn arbitraria.

2. 4. 1.Formulacidn directa

Cuando la funcidn f esth dada por la Ec. (2.50), las
integrales de Area de la Ec. (2.49) pueden reescribirse como

(2.50 | u% + xw d2 + | gu df2

Q 0
Sea, ahora, la siguiente ecuacidn diferenclal:
(2.52) V2ux +olus + O (x—xp,y-yp) = 0

donde g es la funcidn generalizada delta de Dirac y xp, yp, las
coordenadas, fijas pero arbitrarias, de un punto P. La solucidn
u* (x,y; %p,yp) de la Ec. (2.52) sobre un dominio infinito (con
u¥+0 en el infinito) se denomina solucidn fundamental del operador
di ferencial (V%+ o4 ), y representa el efecto de una fuente (de
intensidad wunitaria) concentrada en el punte P. Por ejemplo, la
gsolucidn fundamental para el caso particular ©OL =0 es

(2.53) u*(x,yjxp,yp? = _1_1n 1

2T Y

donde r=[(x-xp)Z+(y-yp»?] "2,

61 se elige w = u*%, el primer t&rmino de la Ec. (2.51) da
- uixp,yp) si P es interior a2

(2.54) J'u(‘?gw+mw3 d2 ={ -1 uixp,yp? si P estd sobre T

el

L= N Y L

si P es exterior al?
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...intensidad wunitaria) concentrada en el punto P. La solucidén
fundamental para el presente problema es

(2.53) W* (=,5; %, ¥p) = ;—1 H (Ve )

donde r=[!x-xr}z + !y-yr}zj
8i se elige w = u*, el primer tédrmino de la Ec. ([2.51) da

o = Wikp, Ypd si P es inlericr 252
(2.54) J 0 (VoW +oew) di2 =
o

0 si TV es extenor aSy2

§i el punto P cae sobre la frontera I es necesario
desarrollar un tratamiento especial para evaluar su contribucidn,
ya gque la solucidn fundamental es singular para r=0. El
tratamiento, cldsico en este contexto, consiste en evitar el
punto P, deformando la frontera JI' en su derredor mediante una
semicircunferencia Ig de radio € , que luego se hace tender a
cero, 5i el punto P permanece en el interior, tal como se muestra
en la Fig. 2.1, 1la integral de 4rea da, de acuerdo a la Ec.
(2.54), wuna contribucién -u(x, ,yp ). Pero tambien hay gue
considerar, en la Ec. (2.49), los términos de la forma

(2.54a) J TR N
I an

En efecto, para la solucién fundamental dada en la Ec. (2.53) el
tdrmino dominante de su expansidn es

1
(2.54p) Dwr _ Sw¥

—

DN -::L? T

por lo cual la contribucidn (2.54a) puede evaluarse como

E-Thd = _.1_. - =_i L
(2.54c) JJ}:LL WL = WOy m) e 5 W, ¥pd



gue es exacta en el llmite € —0. Es fdcil demostrar, siguiendo
la misma metodologla, gque los términos de la forma

(2.54d) _L w* % dT
n

e
dan una contribucién nula en ese llmite.
Entonces, si se toma al punto P sobre el contorno I', la Ec.

{2.49), de acuerdo a las Ecs. (2.51), (2.54) vy {2.54c), se
convierte en

Figura 2.1. Artificio para calcular la contribucién
cuando el punto P cae sobre la frontera.



Entonces, si s toma al punto P sobre el contorno I', la
Ec. (2.49), de acuerdo a las Ecs, (2.51) y (2.54), se convierte en

(2.55) =1 utxp,yp) +-I1u*bg dI’ - Jﬁuﬁug dI’ =
2 T n d} EI"I

= - gu* di - -u*E dI’ + Ebgg dr
l& L% L; an

La Ec. (2.55) es una ecuacidn integral, cuyas incégnitas son los
valores de u sobre I, y los de 2u/dn sobre I, . Los té&rminos del
miembro de la derecha no contienen incégnitas, por 1o cual pueden
evaluarse (en forma exacta o aproximadal.

Una vez resuelta la Ec. (2.55), se conocen uy du/dn
completamente sobre todo el contorno I' . FPara obtener la solucidn
en el interior de {1, puede tomarse el punto F en esa zona, con lo
cual la Ec. (2.49) conduce a

(2.56) ulxp,yp? -—-L gu* d(2 + L usdy dT —L udu* dT

an n

que @8 una fébrmula explicita, ya que los términos de la derecha no
contienen incbgnitas. Ge completa as! el planteo de la formulacidn
integral directa (Brebbia and Walker, 19B0).

A tltulo de ejemplo, considérese el caso unidimensional ya
discutido en la seccidn 2.4. La solucidn fundamental, teniendo en
cuenta gque ™« = 1, es

(2.57) u*(xpup) = =1 sen|r|

2
donde r = x-xp. La ecuacidn correspondiente a la Ec. (2.55), cuando
F coincide con el borde %=0, es
€2.58) =1 uid) + Ll.*bg ~ [ udux e=
2 [ En]r:=lil [ an ]x=1
-1
- —J wu* dx - [u#] q + uﬁﬂ)[ﬁgiL
A X=1 I L=0
Dado que
[ weoy = 0
> =~ D
dn | x=0 % | =0
(2.59) : _?Ll =
an| x=1 x| x=1
u* = -1 sen x
2
dux = -1 cos x
L d x 2



la Ec. (2.58) da

(2.60) ulx=1) = genl (1+g) - 1
cosl

que, lbgicamente, coincide con lo calculado por medio de la Ec.
(2.11).

En forma totalmente similar puede plantearse la Ec. (2.33)
para el caso en que P coincida con el borde x=1, de donde surge el
valor de du/dx en % = 0, Finalmente, con 0<xp<1, puede utilizarse
la Ec. (2.56) para obtener la solucidn completa.

2.4.2., Funcidn de Green

Una wvariante de la formulacidn integral directa es el
método de la funcidn de Green. La funcibn de Green, o de
influencia, estd emparentada a la solucidn fundamental , pero, a
di ferencia de &sta, debe satisfacer ciertas condiciones de borde
sobre T .

Supbdngase, para simplificar, que el borde T es enteramente
del tipo T) (es decir, se trata de un problema con condiciones de
borde del tipo de Dirichlet). La funcidn de Green Gl%,y)xp,yp’
asociada a este problema es la que satisface la Ec. (2.52) vy la
condicidn de borde

(2.57) G =0

si (x,y) estd sobre T'. Nitese que si se conoce la funcidn de Green
para el problema en cuestibn, puede utilizarse directamente la Ec.
(2.56) para calcular la solucidn, es decir

(2.58) ulxp,yp) = [ g3 dQ - Lu@@ dr
n an

Dbviamente, la dificultad se traslada a obtener la funcidén
de Green para un dado problema, lo cual requiere, precisamente,
resolver ecuaciones integrales del tipo de la Ec. (2.55). La
venta ja del meétodo, entonces, solo se mani fiesta cuando es
necesario resolver una familia de problemas con contornos fijos, ya
gque, en este caso, la ecuacidn integral debe resolverse una sola
VEazI.

2.4.3, Formulacidn indirecta

La formulacidn integral indirecta, como se verd, no
resulta en una ventaja operativa. Sin embargo, conduce a una
interpretacidn del proceso de chlculo conceptualmente mas rica.

La idea basica consiste en plantear en el exterior de 2
(que se denominark ) un problema simplificado, pero que produce,
en el interior de £, el mismo efecto gque el problema fisico real.
Especificamente, se considera que es5a zZona esth libre de fuentes,
es decir, se plantea gue la solucidn u’ en Q' satisface

(2.59) U’ +plu’ =0



y gue existe wuna distribucidn de elementos (fuentes o dipolos)
sobre T que da cuenta del efecto neto sobre la regidn {2.

Obviamente, es posible plantear 21 problema en £2'en forma
integral. 5i se elige el punto P en el exterior de Q'tes decir, en
el interior de £2), la Ec. (2.49), con w=u¥, conduce a

(2.60) | u*du’ dI' - [u'égg dT = 0
Sn' -1\ al'l'

donde se ha supuesto que uw'+ 0 en el infinito, y donde 3/dn' =-3/3n.
A partir de agul! existen dos alternativas posibles. La primera, gue
se desarrollard en cierto detalle, consiste en suponer gque u' = u
sobre I', pero que du/dn puede ser discontinuo, lo cual equivale a
admitir que hay una distribucidn de fuentes sobre T'.

En este caso, sumando miembro a miembro las Ecs. (2.53) ¥y
(2.60) se obtiene

(2.61) =1 ulxp,yp) + Eux dI' = —J gu* d(?
2 I i)

donde © =du/3n+au’/d n'=3u/An-3u’'MAn es la intensidad, por unidad de
brea, de la distribucidn de fuentes. Diferenciando la Ec. (2.61) en
la direccibn de la normal a T se llega a

(2.62) -1 Qulxp,yp) +_L'~3 dux dI' = 1 Sexp,yp) =

2  dnp Anp 2
= “J gdux df2
o onp

Las Ecs. (2.61) y (2.62) son ecuaciones integrales para la funcidn
inchgnita © . La primera se utiliza cuando el punto P estd sobre T,
(ya que, entonces, ulxp,yp’) es dato), y la segunda cuando FP esth
sobre T, . Una wvez conocida © , la solucidn en {1 se calcula de
acuerds a la fhrmula que surge de sumar miembro a miembro las Ecs.
(2.56) v (2.60), es decir

(2.63) ulxp,yp) ==J gu* liQ+L uks dI’
2

CQueda as! completada la formulacidn indirecta con fuentes (Brebbia
and Walker, 1380).

La segunda alternativa es la formulacidn indirecta con

dipolos. En este caso se supone gque du’dn=3d/dn sobre T , pero que
u puede ser discontinuo. La ecuacidn equivalente a la Ec.(2Z.61) es

(2.64) =1 ulxp,yp) +J /u.hgz dI' = “J qu¥* df2
2 v/ ®n 0

donde u = u' - u es la intensidad, por unidad de A&rea, de la
distribuci®n de dipeolos. Fara obtener la ecuacidn equivalente a la
Ec. (2.682) hay que diferenciar (2.64). Esto conduce a una expresidn

mhs complicada desde el punto de vista ocperativeo, ya que aparece la
derivada segunda de u*. Es por eso que la formulacidn con fuentes
es la mhs utilizada en la préctica.

_IE_.
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En la pdq. 18:

...de fuentes sobre I'.
§1 el punto P estd sobre I', puede utilizarse la metodologla
ya descripta para circunvalar este punto. Si se hace como en la

Fig. 2.1, la integral de 4rea de 1la Ec. (2.49) adn se anula, pero
hay una contribucién extra dada por

P T -1‘__._ 'Cj""___rﬁlﬂx::iuf!
(2.60a) lﬂ.-u' Eﬁ'dlﬁ' J].‘;LL = 5 L0, vy

con lo cual la Ec. (2.49) da

I /
(2.60b) =1 Wtep yoy + | ur ™ gp_ | wW gl
5 Llep,ypd Jl‘ . &F II o~ o

Entonces, sumando las Ecs. (2.55) y (2.60b) se obtiene

(2.61) -0, ypy + | SuXdD = - J_Q%L”" d2

donde &= .,...




CAFPITULD 3
DISCRETIZACION

3.1. Diferencias finitas

El método de 1las diferencias finitas es una técnica de
resolucidn aproximada que parte de la formulacidn diferencial del
problema. La idea blsica del mé&todo consiste en aproximar las
derivadas por cocientes en diferencias, que involucran valores de
la solucidn en una serie de puntos del espacio de definicibdn del
problema denominados nodos (Forsythe and Wasow, 19603 Richtmyer and
Morton, 1967; Marshall, 1985 y 1986).

FPor ejemplo, sea un problema unidimensional donde debe
aproximarse la derivada du/dx. La posibilidad mAs simple consiste
en expresarla de la siguiente manera:

du u. — u.
(3.1 —- = ¥ ___J
dx |x=F§ Xjvg  ~ %)

donde el sublindice identifica el nodo. Ahora bien, la precisibn de
la aproximacibn expresada en 1la Ec. (3.1) depende de cual es el
punto ¥ en el cual se quiere aproximar la derivada, en relacidn con
los puntos x; y x;¢ - 8i § coincide con %x; , la Ec. (3.1) es una
aproximacibn en ~ adelanto para du/dx, y,tal cual se observa en la
Fig. 3.1, es menos precisa, en general, que en el caso en que T es
interior al intervalo {FirﬂHJ J. Lo mismo sucede cuando ¥ coincide
con X, , que constituye una aproximaci®dn en atraso.

Para determinar el orden de precisi®dn de la aproximacidn,
se desarrolla la funcidn en serie de Taylor alrededor de ¥, es
decir,

(3.2) u; = u(p) + gg] (x:—-§) + 1 d° (x; -§)° +
J R | z2lo_e 4
dx| x=§ 2 dx® |x=%
+ 1 d®u (x; ~§Y + 0(4)
& dx3 Kuf
(3.3) Ujy = u(¥) + du (%,~3) + 1 d?u (ﬁm*fﬁg +
dx| x=% 2 dx? |x=%
+ 1 dly (=)’ + 04)
& dx*| x=%

donde 0(4) significa té&rminos de orden cuatro en el respectivo
incremento. Reemplazando las Ecs. (3.2) y (3.3) en la expresidn en
di ferencias dada en la Ec. (3.1) se obtiene

, b . 2
(3.4) Ei.r'__._EJ_ = EE + ( f"_‘i_ti‘}_ J :_I_g +

X X dx|x=TF 2 dx? |x=7
e . . 2 3

l X + % 4 L d“u

+ - i s g J - (x: +x }E +§2 — + san
JH J
2 3 dx3 |«=7F

Cuando T =x;, la Ec. (3.4) se reduce a



Uy —u;  du h d°u h® d3u
(2.5) @ = - — = — + = —— + o
X —Xj dx |x=x 2 dx? x=xj 6 dx®|x=x|
donde h = x;;y - %;. Es decir, la aproximacidn en adelanto tiene un

orden 1 de precisidn en el incremento h, ya que ese es el mayor
orden del error de truncamiento. La aproximacidn en atraso tiene el
mismo orden de precisibn. En cambio, cuando E==(xj+f+xj112, que se
denomina aproximacidn centrada, se tiene que

h® d3u

[ R i

x=F 24 dx’

Wi —u;  du
(3.6) A 1=
KJ‘+1 _x_j dx

+ L

x=F
es decir, el orden de precisi®dn es 2.

Para obtener un orden de precisidn mayor que 2 en una
derivada primera, es necesario utilizar mAs de dos nodos. Para
aproximar una derivada segunda deben utilizarse no menos de tres
nodos. La férmula que relaciona el orden de la derivada (OD), el
orden de precisidn de la aproximacidn (OP) y el némero de nodos
involucrados (NN) es

(3.7) OF = NN - OD

salvo en el caso de tratarse de una aproximacidn centrada y que la
paridad de NN y 0D sean distintas, en cuyo caso se gana un orden de
precisidn (por ejemplo, una aproximacidn centrada con 5 nodos para
una derivada segunda tiene un orden de precisidn 4, en lugar de 3).

i bien existen diversas maner as de construir una
aproximacidn en diferencias para una derivada, la técnica mas
sistemhAtica es el conocido método de los coeficientes

indeterminados (Marshall, 1985).

Lo dicho hasta ahora apunta a construir wuna aproximacidn
en diferencias para una derivada. Pero éste es solo el primer
escaldn en el establecimiento de una aproximacidn en diferencias
para una ecuacidn diferencial. En efecto, no cualquier combinacidn
constituye un esquema numérico apto para el cllculo.

Para ilustrar el procedimiento de discretizacibn y chllculo
s2 tomarh, en primer lugar, el siguiente problema de valores
iniciales:

(3.8) du + flu,t) = 0 ; ut=0)=u,
dt

N&étese que se trata de una ecuacidn diferencial ordinaria de primer
orden, siendo f una funcidn arbitraria y u, una constante. La forma
mis sencilla de discretizar la Ec. (3.8) es mediante el método de
Euler:

(3.9) u™ —u™ + fCu",t") =0

donde el supralndice n identifica el nodo en la dimensidn temporal
t. Nbtese que, respecto del punto de evaluacidn de la funcidn f, la
aproximacidn de la derivada es en adelanto.



La Ec. (3.9) puede reescribirse como

(3.10) u™ = " - (" -ty "

donde f™= f(un, t"). La Ec. (3.10) permite evaluar en forma
explicita la solucidn en el nivel temporal n+i, en funcidn de su
valor en el nivel n. Por eso es que se dice que el método de Euler
pertenece a la categorla de los métodos explicitos. La Ec. (3.10)
es la fbrmula operativa del método, es decir, partiende de u’=
u(t=0)=u, , dato, permite calcular, mediante un procedimiento de
marcha, la solucidn u™ , paran = 1.

For ejemplo, en el caso particular en que f(u,t) = u y los
nodos estln equiespaciados, es decir, t"' - ¢t"'=k=cte. para todo
valor de n, la Ec. (3.10) se reduce a

(3.11Y u™= (1 - k)u®

i u, =1, la solucidn exacta del problema diferencial, Ec. (3.8),
es, de acuerdo a la Ec. (2.4),

-t
(3.12) Ut) = @

Tomande k =0,1, 1la Tabla 3.1 muestra los valores de la solucidn
numérica obtenidos mediante la Ec. (3.11), y los correspondientes
valores de la solucibn analltica, dados por la Ec. (3.12), para los
primeros pasos de cAlculo. All! se observa que el método de cAlculo
es adecuado, aunque no muy preciso.

Tabla 3.1. Resultados numéricos para el problema
de la Ec. (3.8)

n t" uct™y u
Euler Crank—Nicolson
0 4] ) | 1 i’
1 0,1 0, 9048 0, 9000 0, 9048
2 0,2 0,8187 00,8100 0,B18B6
3 0,3 0,7408 00,7290 0, 7406
4 0,4 00,6703 00,6561 00,6701
5 0,5 0,6065 00,5905 00,6063
G 0,6 00,5488 0,5314 0, 5485
7 0,7 0, 4966 0,4783 00,4963
g 0,8 0,4493 00,4305 0, 4490
9 0,9 00,4066 0,3874 0, 4063
10 1,0 0,3679 0, 3487 0,3676

Una alternativa posible al método de Euler es

1
fuertemente implicito, que, aplicado a la Ec. (3.8), da = @squena

(3.13) uy™ —yn + "M = o



es decir, ahora la aproximacién de la derivada es en at - N

que la incbgnita, u™', es uno de los argumentos de f,r;;: loa::::
la Ec. (3.13) es una fbrmula implicita para u"™, de ahi el nombre
del raﬁtndn. Salvo en el caso en que f sea lineal en u, la obtencién
de u debe realizarse por medio de técnicas iterativas (secante

Newton-Raphson, etc.). r

Otra alternativa, muy conocida, es el método de Crank-
Nicolson, que da

(3.14) u™ —uy" + 1 (f"+f"™) = o

t " —gh 2

Notese que se trata de un método implicito, y que 1la aproximacidn
esthd centrada en el punto intermedio entre t" y t"™,. Para el caso
particular del problema f = u, U, =1, los valores de la solucidn
numérica tambi®&n se muestran en la Tabla 3.1. Obsérvese que éstos
son mucho mAs precisos que los obtenidos por el método de Euler. Es
que este método solo tiene un orden de precisidn 1 (es decir, el
error de truncamiento o discretizacidn es de orden k), mientras que
el Crank—Nicolson, al ser centrado, tiene un orden de precisidn 2
(error del orden de k? ). Esto puede comprobarse reemplazando 1la
solucidn analitica en el esquema numérico, y efectuando desarrollos
en serie de Taylor alrededor del nivel temporal n. Para el método
de Euler se obtiene que el error de discretizacidn es

(3.15) ¢ = k d°u + k? d3u + 0(3)
E 2 dt? 6 dt3

mientras que para el Crank-Nicolson se tiene

(3.16) € =k (uiu + nr) + u*[l d®u + 1 giz) + 0¢3)
CN 2 \dt? dt 2 \3 dt® 2 dt?

Pero el factor entre paréntesis del primer término del segundo
miembro de la Ec. (3.16) se anula, ya que u satisface la Ec. (3.8),
lo cual muestra que el método es de segundo orden de precisidn.

Bea ahora el siguiente problema de valores de contorno:s

(3.17) d?u +u + x =0 ; u(0) = u(1) =0
dx?

cuya solucidn analltica es

(3.18) u(x) = gen_x — x
sen 1

A fin de ilustrar el procedimiento, dividase al intervalo (0,1) en
tres tramos iguales de longitud h = 1/3. Ahora se trata de calcular
la solucidn en los dos nodos interiores. La siguiente es una

aproximacidn centrada para la Ec. (3.17):

LT =2u- +u; -
(3.19) 2 -2 “+uj + jh =0 ’ J=1,2.
h

que puede reescribirse como

(3.200  u;,y - (2=hP)u; + u;, = —jh’



Sabiendo que ug= uz= 0, la Ec. (3.20) conduce al siguiente sistema
de ecuaciones lineales:

17 -1 U, 1
9 27
(3.21) =
-1 17 u, 2
' 9 27

cuya solucidn se presenta en 1la Tabla 3.2. Comparando con los
valores gue surgen de la solucidn analitica, Ec. (3.18), que
tambifn se muestran en esa tabla, se observa que el m&todo de
chlculo es adecuado a pesar del escaso namero de nodos utilizados.

Tabla 3.2. Resultados numbricos para el problema
de la Ec. (3.17)

Me&todo u,=u(l/3) u,=ul2/3)
Solucidn analltica, 0, 05550 0, 06820
Ec. (3.18)
Di ferencias finitas, 0, 05609 0,06891
Ec. (3.21)
Residuos ponderados, 0, 05433 0, 06688
momentos, Ec. (3.34)
Residuos ponderados, 0,05540 0, 06805
Galerkin, Ec. (3.36)
Elementos finitos, 0, 05494 0,067351
Ec. (3.97)
Elementos de contorne, 0,05550 0, 06820

Ec. (3.80)

Como filtimo ejemplo, supbngase que se quiere resolver el
siguiente problema ellptico:

(3.22) »u + du + flu,x,y) =0 en &
W2 dy?

donde ) es un dominio definido sobre el plano x,y, con frontera r
sobre la cual se especifican condiciones de borde del tipo de
Dirichlet. La Ec. (3.22) se puede discretizar con un esguema
centrado como sigue:

Uiy —2Uy) Fug Wjipq —2u5; HUj
(3.23y —oW_TTY Ny CMT T2 s fuy x4y 2=0
Ax2 Ay? 1
donde se ha supuesto que la grilla de discretizacibn es
rectangular, con pasos Ax Yy Ay en las direcciones x e Yy,

respectivamente, y donde los Indices i y j identifican los nodos a



1o largo de 1los ejes x e y, respectivamente. Utilizando la Ec.
(3.23) ¥y las condiciones de borde, puede construlrse un sistema de
ecuaciones lineales en el cual todas las incdgnitas (los uj, J
aparecen acopladas. La matriz de coeficientes es rala, pero no
presenta wuna estructura banda. La resolucidn de sistemas de este
tipo es comlin encararla por medio de métodos iterativos (Jacobi,
Gauss—Seidel, SOR).

3-2. Residuos_ponderados

En la seccibn 2.3 se explicd gue una forma de encarar la
obtencidn de una soluci®n aproximada a wn problema diferencial,
consiste en distribuir el error (o residuc) sobre el dominio de
chAlculo de acuerdo a ciertas funcione= de peso. For ejemplo, para
el problema definido por las Ecs. (2.26)—-(2.28), se plantea 1la Ec.
(2.29). Esta no es mhs que la formulacidn del método de los
residuns ponderados.

En general, se impone que la solucidn aproximada satisfaga
exactamente las condiciones de borde, Ecs. (2.27)-(2.28). La
funcidn de peso w se toma como wna combipacidn lineal de una
familia de funciones r${ linealmente independientes, es decir,

&

(3.24) w = L Fi"h

=i

donde los @B, son coeficientes arbitrarios. En consecuencia, la Ec.
(2.29) conduce a

(3.25) rL}chu + b d= o ; i=1,2,...N
For su parte, la soclucidn u se expresa en tErminos de funciones
aproximantes ¢i' es decir

[
(3.26) u = Zx®

'.'1
Los coeficientes %;, en la Ec. (3.26), se determinan de acuerdo a
las Ecs. (3.25), lo cual permite obtener la solucibdn aproximada.

Existe una gran variedad de métodos de residuos
ponderados, determinados por la particular eleccidn de las
funciones de pesa-qﬁ . En 21 m&todo de los momentos, las funciones
de peso son tales gue las Ecs. (3.25) son momentos del residuo. For
ejemplo, en el caso unidimensional se tiene gue
(3.27) ’\H = !

Supbdngase gue se quiere resolver el problema definide en el Ec.
(3.17) con este mPtodo. Como funciones aproximantes se puede elegir

(3,282 ?i = x*(1-%)

que satisfacen idénticamente las condiciones de borde. Si se toma N
= 2, la forma de la solucidn es, de acuerdo a la Ec. (3.26),

(3.29) u = B xC1-%x) + Kyx?(1-x)
Entonces, el residuo € se expresa como

(2.30) € = d%u + u + x = (=24x-x2)0y + (2-Bx+x?-%7) W, + x



Las ecuaciones equivalentes a las Ecs. (3.25) son, de acuerdo a la
Ec. (3.27),

-1
l Je1 ax =0
(3.321) 01
L J Ex dx
(o}
Feemplazando la Ec. (3.30) en las Ecs. (3.31) y operando se llega
al siguiente sistema

0

[

i1 11 Py 1
& 12 2
(3.32) =
1 19 o/ 1
z 20 =
de donde surge gque
V= 122
£49
(3.332
[ %= 110
643
Es decir gue la solucidn, Ec. (3.29), es
(3.34) u = xum-m(;gg + 110 x)
649 649

En la Tabla 2.2 se presentan valores calculados con la Ec. (3.34).

Otra wvariante del método de 1los residuos ponderados,
denominada mEktodo de Galerkin, consiste en tomar las funciones de
peso idénticas a las funciones aproximantes, es decir,

.39~ = 4
' i
Aplicando este miBtodo al ejemplo antes considerado, se obtiene

(3.36) u = x(1l-x) [ 7L_ + 7_ v;)
369 41

gue da los valores mostrados en la Tabla 3.2.

Tambi&n existen los métodos de colocacidn, de subdominio,
etc. (Makamura, 1377).

La diferencia conceptual entre el mktodo de los residuos
ponderados y el de diferencias finitas, vradica en la forma en que
el error se distribuye sobre el dominio de la solucidn. Mientras
que el segundo minimiza el error en un nbmero finito de nodos (es
decir, es un método nodal), el primero 1o distribuye sobre todo el
dominio de wun modo determinado (es decir, es un método modall. Sin

embargo, el método de las diferencias finitas puede ser formalmente
consideradc como wun caso particular del meétodo de los residuos
ponderados, cuwando las funciones de peso son deltas de Dirac, es

decir



(2.37) N o= Sex-x;)

en cuyo caso los coeficientes &; devienen los valores nodales u;.

3.3. Elementos_finitos

El medtodo de los elementos finitos parte de la formulacidn
d&bil o, en caso de existir, la formulacidn wvariacional del
problema. Bhsicamente, el meétodo consiste en aproximar la funcidn
(o funciones) inchkgnita por medio de una funcidn continua a trozos.
Esta funcifn aproximante es continua sobre cada uno de los
elementos en gque se ha dividide al dominio de cBlculo, y alll se
expresa en tErminos de los valores nodales de la funci®&n incidgnita.
Estos trozos de funciones continuas se denominan funciones
interpolantes o de forma. La forma y distribucidn de los elementos
depende, en cierta medida, del problema particular (Zienkiewicz,
1977; Norrie and de VWries, 1978; Huebner and Thornton, 19B2).

La forma de elemento mbs simple y, a la vez, 1la mhs
utilizada cuando el dominio es bidimensional, es la triangular. Si
los vBrtices de un elemento triangular gen&rico se identifican con
los Indices i, J,k, la funcidn inchgnita en dicho elemento se
expresa Como

{ (&) B
(3.38) u®,yy = N0,y U+ Njﬂ(x,y) uwj NPx, y) Uy

donde las funciones de forma Nfﬂ , con b=1i,j o k, son bilineales,
es decirv, tienen la forma

@ ah[&.}+ bg{'&) x + cpl® oy
(3.39) Nf. (MYl = e e

Los coeficientes de 1la Ec. (2.329) wvalen, en té&rminos de las
coordenadas de los vertices,

a, =%y - % Yy
by = vy, — %
c, = X, - xj
(3.407
1 L ¥
A=1 1 LT = Area del elemento
2
L% %
donde se ha suprimido, por simplicidad, el supralndice (e}, y se ha
supuesto que los nodos i, j,k esthn ordenados en sentido

antihorario. Siendo asl, 1las expresiones para los coeficientes
correspondientes a los otros nodos surgen de las Ecs. (3.40)
medi ante permutaciones ciclicas.

Si se supone gque las funciones u (@), dadas por la Ec.
(3.28) , se anulan idénticamente fuera del elemento (e), la funcidn
inchgnita se puede expresar como



[k
(3.41) uls,y) = 2. u®iy, y)
aal

donde M es 2]l nfimero total de elementos.

Ahora bien, si el problema admi te una formulacidn
variacional, la tecnica consiste en reemplazar en el funcional ICu)
la expresidn dada por la Ec. (3.41), cuyas incdgnitas son, en
tltima instancia, los valores nodales w, . En consecuencia, la
condicidn expresada en la Ec. (2.42) conduce a

H
(3.42> 8I = Z 21 &u, =0
n= Bum
donde N es el nbmero total de nodos. Como las variaciones Sum son
arbitrarias, la Ec. (3.42) conduce a las siguientes ecuaciones:

(3.43) A1 = 0 : n=1,2,...N
Juy,

La resolucidn del sistema (3.43) permite hallar los valores nodales
Uy, r ¥y por medico de la Ec. (3.41>, calcular la funcid&n en
cualquier punto.

Considérese, a tltulo de ejemplo, nuevamente el problema
unidimensional definido en la Ec. (3.17). E1 funcional asociado es
el de la Ec. (2.43) si se elimina el altimo t&rmino, es decir,

1
(3.44) I(u) :J [_1_ '1:_|5)2 - u? - xu:[ dx
fu =2 o 2
Las ecuaciones equivalentes a las Ecs. (3.38B)-(3.40) son

u®x) = N;")(x) u; + T

g {xitﬂ
NBx) = x5 = %
(3.45) L
J i
Nj"'ﬂ'[x) = %__-_Xi
L X, T %4
de donde surge que
(3.46) du'® = dgn:® uy o+ AN ur = - g
g "y Tl Uy By oA,
dx dx= dx ¥ ¥
J L
MAhtese que, siendo el problema wnidimensional, 1los elementos son

segmentos.

La parte del funcional correspondiente al elementoc (e) es,
de acuerdo a las Ecs. (3.44)-(3.46),

A
J. (2 \ €) ... 42
(3.47) I"E](u*‘,u_j) = J l; 5:,:_:-5;,)" -1 N® o+ NS -
X z :r:J = Xy 2
= e) ey,
% (N] u, -+ HJ gj}j dx
Las derivadas de 1 (@) respecto de las incdgnitas u; y u,, pueden

J
calcularse directamente a partir de la Ec. (3.47):

% %
(32.48) bI_"E) = —fu; — u\ - ([N_;de}u; = O] M-N; d=)u-



. W, -IJ.
(3.49> @ = w oy - o NEdaou - (J NyNC dxou; —
3u ( o o— ® ) / J J
J _LJ " x,._ H;'
")
- l‘-l_i_'/: tlxd

Teniendo en cuenta que, de acuerdo a las Ecs. (32.45),

1, ]
d 5 1 2 . .
M.=dx = J M-S dx = ¥y T %4

1 'S J 3
g
JN;Nj dx = EE—E—EL
1
(2.501 % 5
J M;» dx = 1 (xj + x;xj = 2w%; 2
K G
i
J 2 2
JN‘x dx = =1 (x; + wm;m — 2%52
‘_J £ ! L J
1]

las Ecs. (3.48B) y (3.49) se transforman en

. o rley _ et e . . .
3.5 QLT =(__ 1 __ -xpoxi)uy (Ll Ej__g_?.&;) u;
Au, %)% 3 X' - %
- 1 (xf + A;ﬁj - Exf}
E
@52 AU® =( 1 -oxpm ) u (ot $jozm) Uyt
a%j %o 2 %j - %, &
+ é Cwy + x;.».‘j ExJ-.‘J'
Obviamente, el funcional total es la superposicidn de las
partes correspondientes a cada elemento, es decir
M ]
(2.53) 1= /J 1I'®
L= |

Para plantear las Ecs. (32.43) es necesario, entonces, proceder a
ensamblar las contribuciones correspondientes a cada elemento que
converge al nodo n. En uwun problema unidimensional, como el
presente, a cada nodo convergen stlo dos elementos; para  uno de
ellos el nodo n  juega el rol del nodo 1 del elemento genérico
considerado mAs arriba, mientras gque para el restante el nodo n es
como el nodo j (ver Fig. 3.2). En consecuencia, de acuerdo a las
Ecs. (3.51) vy (3.52), se tiene que

(3.94) dI_ ='L___l___ - Enu:_ﬁm) iy _.___l___ * Ko T Ko ) Uy T
Ay ot T Fn 3 ol ~ *En 6
2 2 —
-1 (Khﬁ X¥n, — 2Xg)  F [ i - En.-_,_iu:l) Un
Xn — %aq 2
. 2 _ 2 —
“f___1___ # En__.._:.!'.n:'l) Uaagt 1 (xn-i bFoXEa 2%y = 0
% o LT E



gue puede reescribirse como

"‘(,,._L_____ * ﬁa.:an-i_) Upg +[_____1..._ + 1 - inu,.:iad_.)un—
Mo~ Hpaq = ®oapl ~Fip L T =
(2.53) _
-1 ____ + £m¢:£n_)unn "(Enu_:ﬁnﬂ_)(“nn +xp.q txpd =0
Koarr " %n & &
5i, como cuando se resolvid este problema por diferencias
finitas, se toma un paso h = 1/3 wuniforme, la Ec. (2.55) se reduce
a
2 - 2 2 5
(3.56) (1 + h ) uy, - (2-2h>u, + (1 +h Y Uy = —nh
= 2 &

La Ec. (3.56) es muy similar a la Ec. (3.20) obtenida por
di ferencias finitas. En realidad, puede obtenerse directamente de
un plantec como el de la Ec. (3.13), si se reemplaza el segundo
termino, uj; , por el promedio pesado (uj +4ui+uj+,)fﬁ.

La fhrmula geng&rica (3.56), juntamente con las condiciones
de contorno geombtricas en los nodos de borde, conduce al siguiente
sistema

Uy 1

2< =] 1_
27 54 27
(3.57) =
- 99 22 Uy -
54 27 27

de donde surgen los valores mostrados en la Tabla 3-2.

Supdngase ahora que se parte de una formulaci®dn débil,
camo la Ec. (2.32), en lugar de una variacional. Es necesario,
entonces, definir la funci®n de peso w. S5i, como en el método de
los residuos ponderados, esta se expresa de acuerdo a la Ec.
(3.24), lo que deben definirse son las funciones ~ . La eleccidn
mAs comfn, gue da lugar al método de Bubnov—Galerkin (o Galerkin a
secas), consiste en tomar las funciones de peso igual a las de
forma, es decir

(.58 @)= N

Si esta condicidn no se cumple, se trata de un método de Fetrov—
Galerkin.

Si, una vez mhs, se toma como ejemplo el problema definido
por la Ec. (3.17), su formulacidn débil es

dw + cu+x>u] dx = O

dx dx

-1
(3.59) j [— du
(s}
En un elemento genérico, la funcidn inchbgnita se aproxima de
acuerdo a las Ecs. (3.45). Tomando como funcidn de peso @ =N;©),
la parte de la Ec. (2.59) que corresponde a ese elemento da lugar a
N Xy A
J J J
(3.60) (H;ZHL) + (l hhzdx} + (J N;ﬂi dx) uj + (j M, % dx)
®y =%,
1T

Ki. x] §



que es jdEntica a la contribucidn (3.48) de la formul acidn
variacional. Es decir, el método de Bubnov-Galerkin, gue se aplica
a la formulacibn dé&bil de un problema, da el mismo resultado gue el
metodo de los elementos finitos aplicado a la formulacidn
variacional {(cuando EBsta existe).

3.4. Elementos_de_contorno

El punto de partida del método de los elementos de
contornoe es la formulacidn integral del problema. La esencia del
mEétodo consiste en dividir al contorno del dominio en segmentos o
elementos, sobre los cuales se formulan aproximaciones para evaluar
las integrales gue involucran a la funci®fn inchgnita (Brebbia and
Walker, 1980).

Supfngase que se parte de la formulacidn directa dada en
la E:. r2.99. 5i se toman elementos "constantes" (también
denominado método panel), es decir, se considera que u y gsau@dn
son  constantes sobre cada segmento FJ y dicha ecuacidn puede
aproximarse por

[ | H
(3.61> -~ 1 u; + Z:(J we dT g; = 7 ¢f dux dT) i+ I gux d2=0 ;
e TRLIE S j=1 <p.on
4 g <

i =1,2,...N
donde N es el nfimero total de elementos de contorno. Las integrales
que aparecen en las Ecs. (3.61) pueden calcularse, ya sea en forma

exacta o aproximada. Se denominarh

(2.62) E;j = L_u* dI’
4

A - .
(3.632 Hi} = Ju¥ dI
ik dn
(3.64) B, = | gux dQ
V)
5i, adembés, se define
A .
J Hij si it]j
(3.65) H,; = A
Y l Hij + 1 si i=j
2
las Ecs. (3.61) pueden reescribirse como
) ™
(3.66) 2 Gijq; - Z Hju + B =0
J"'1 J _}’1 ')
S5i de 1l1los N elementos de la frontera T' , N, esthn asociados a la
parte T, y Ny(=N-N; » a la parte T, , las Ecs. (3.66) forman un
sistema de N ecuaciones algebraicas lineales con N, incégnitas qj ¥
N, inctgnitas u; , es decir, esthA bien determinado.

Una wvez conocidos u y g sobre los elementos de contorno,
los valores de la soluci®dn en puntos interiores a (L se obtienen
discretizando la Ec. (2.56), es decir

H N
(3.67) L= G.- g - H.:u;, + B,
wiomZ s o L



Y
En general, las integrales Eﬁ ¥ H;j (dadas por las Ecs.

(3.620 ¥ (3.637, respectivamente, se evalftan numéricamente
utilizandeo la <cuwadratura de Gauss mbs simple, salwvo las
correspondientes a i= j , gue requieren mayor precisitn. En el caso
de elementos constantes estas Gltimas pueden ser calculadas
anallticamente; por ejemplo, en problemas bidimensionales se tiene
que

M

Hyy =0
(3.68> i

G, = ry lln[l} 4-11

T v:

donde r. es la semi-longitud del elemento i.

For su parte, para calcular la integral Bi, dada por la
Ec. (3.64), es combn dividir 21 dominio {1 en pequefos subdominios
(por ejemplo, de forma triangular), y efectuar aproximaciones
locales (en general, cuadratura de Gauss), es decir
[
3.69) B = Z [ gux a®
h‘.":i ‘qk

donde M es el nfimero total de subdominios o elementos internos.

Si se toma, nuevamente, como ejemplo de aplicacidn al
problema unidimensional definido por la Ec. (3.17), los elementos
de contorno no son mAs gque los puntos extremos del intervalo, = =0
y % = 1, que se denominarfn a y b, respectivamente. La solucidn
fundamental est® dada en la Ec. (2.57), «con 1lo cual se obtiene
inmediatamente, de acuerdo a la Ec.(3.62),

1E=.m=l3bib=0

(32.70)
L Gap, = Gy = — 1 senl
2
Las integrales dadas por las Ecs. ((32.632) no necesitan sSer
evaluadas, ya que u se anula en los bordes. For su parte, las

integrales correspondientes a las Ecs. (3.64) son

.|
B, = - 1 J ¥ osenx dy
= Jo
(3.71) 1
Bb = - 1 J % senl(l—-%x) dx
25

Siguiendo la idea del mktodo, las integrales de las Ecs. (3.71) se
calcularbn dividiendo el dominio en tres intervalos iguales, ¥y
utilizando cuadratura de Gauss para cada uno de ellos (a pesar de
que esas integrales pueden evaluarse exactamente). Por ejemplo, B,
puede escribirse como

1
(3.72) B, = J [, 0 + 8 + 1508) df

....1
donde



fL (6) = 1 a(E+D)
= E
(3.72) f, () =1 gl{3+3)
& &
f5(F) = 1 g(¥+3)
& &
siendo
(3.74) gix) = — W OSEn%

el =

Entonces, aplicando la fArmula de cuadratura de Gauss con dos
puntos, la Ec. (3.72) da

(3.75) By = (f,+f, +fy) Oy 41, Mg =-0, 15059
§=-0,57735 E=0,57735

De manera anblloga, peroc con

(3.76» gix) = — *x sen (1-x)

1
s
en lugar de la Ec. (3.74), se obtiene qgue
(3.772 B, = -0,07926

lLas Ecs. (3.66) dan, en este caso,

By3fa * BapAp * By = ©
(2.78)

Gjg Oa + Gpplp + Bp = 0

Reemplazando los valores dados en las Ecs. (3.70), (2.75) y (2.77)
en las Ecs. (3.78), se obtiene

]

‘q, = -0, 18838

(3.733

dg, -0,35792
(que tienen cuatro digitos correctos, comparados con los valores
exactos).

Ahora pueden calcularse los valores de la solucidn en el
interior, de acuerdo <con la Ec. (3.67). Fara comparar con los
metodos discutidos anteriormente, se evaluarh la solucidn en x=1/3
y %=2/3, que se identificarBn como los puntos 1 ¥ 2y
respectivamente. Entonces, se tiene que

2. B3 - Uy = Gi30a * By qp * By
LUz = Gaafa * Gya, + By
Fero
Gig = G = 1 senl
= =
(2.81) - N



Ademhs, corn gixi= Cx/2rsen | «—1/31 v con g(x?#:'-'fx;’?_)senlxu}.'fEl se
obtienen, respectivamente,

1' B, = -0,08598
(3.82)
le = -0,04860

Reemplazando los valores dados en las Ecs. (3.79), (3.81) y (3.82)
en las Ecs. (2.80), se obtienen los resultados mostrados en la
Tabla 3.2, cuyos digitos significativos son todos correctos.
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Figura 3.1. Aproximacion de una derivada por
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Elementos Genéricos

Figura 3.2. Elementos finitos en un problema
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