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RESUMEN

En este apunte se desarrollan los conceptos fundamentales
sobre el andlisis de los errores presentes en las soluciones
numdricas de ecuaciones diferenciales. ©Se describen las
principales fuentes de errores y se discute sobre 1la
consistencia de las aproximaciones en diferencias y la
convergencia, estabilidad y precisién de las soluciones
numéricas

DESCRIPTORES TEMATICOS:

Simulacién numédrica, modelacidn matemdtica, diferencias
finitas, errores,



PROLOGO

Este apunte es una continuacidn del titulade "Introduccién
a la simulacién numérica de problemas hidrdulicos"(Informe LHA
064-003-87), en el cual se introdujeron nociones elementales
sobre los métodos de simulacién numérica. Aqul se desarrolla un
tdpico fundamental del andlisis numdrico: la estimacién y
control de 1los errores en los resultados del proceso de
cdlculo. En particular, se estudia este tema en relacién a la
resolucidn numdrica de ecuaciones diferenciales.

El profesional que trabaja en simulacién numérica tiene una
percepcidn dramdtica de este problema cuando se topa con casos
de inestabilidad numérica que se manifiestan "explosivamente",
produciendo resultades intermedios o finales que superan el
rango de punto flotante de la computadora. Sin embargo, esas
inestabilidades no siempre se hacen evidentes: a wveces, es
necesario desentraflarlas. En rigor, lo gue debe comprenderse es
que un resultado no es un valor (o una serie de valores) sino
un intervalo que hay gque estimar y controlar. En el apunte se
tratan de exponer las nociones fundamentales para lograr ese
cometido.

Ezeiza, mayo de 1988
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CAPITULO 1

ERRORES EN EL CALCULO NUMERICO

1.1, Tipos de errores

En un proceso de cdlculo el error de 1los resultados
proviene de una diversidad de fuentes. Para estimarlo es

necesario analizar su  "composicidn" remitidndele a esas
fuentes. De esta manera pueden distinguirse distintos tipos de
errores, para cuya estimacién se requieren, en general,

tratamientos diferentes.

Los tres tipos princlpales de error son: los lnherentes,
los de truncamiento y los de redondeo. Los errores inherentes
son los asociados a los datos de entrada del proceso de
cdlculo. Puede tratarse de errores de medicidn. Tambien se
refiere a los que resultan de representar un ndmero por una
secuencia finita de dlgitos (como hace necesarlamente una
computadora digital), aunque aquél sea conocido, tedricamente,
con una precisién infinita. Ademds, tambien deben ser
considerados como inherentes los errores en los resultados de
un cdlculo, cuando éstos constituyen datos de entrada de un
nuevo proceso de cdlculo.

Los errores de truncamiento son los que se producen por
truncar un proceso matemdticamente infinito (es decir, un
proceso que involucra, en algdn sentido, un paso al I1lmite).
Tal es lo que sucede al evaluar series por medio de sumas
finitas, integrales por férmulas de cuadratura, derivadas por
aproximaciones en diferencias finitas, etc.

Los errores de redondeo, finalmente, son los que se
producen por conservar solo un ndmerc finito de dlgites durante
las operaciones aritméticas (lo cual estd ligado, nuevamente, a
la esencia de la computadora digital).

En la Fig. 1.1 se representa esquemdticamente  como
interviene cada uno de estos tres tipos de errores en la
afectacitn de los resultados de un proceso de cédlculo.

1.2. Propagacién de errores inherentes y de redondeo

Cuando la influencia de 1los errores de redondeo es
despreciable, 1la propagacién de errores inherentes (es decir,
la estimacién de los errores en los resultados como fruto de
los errores en los datos de entrada) se lleva a cabo por la
conocida férmula general de propagacién (1). Esta establece que
5i la variable y es funcién de las variables x, , Xz, ...Xq,de
las cuales se conoren estimaciones (en rigor, cotas superiocres)
de sus errores inherentes Ax,, A%, ...0%,, una estimacién del
error en y puede obtenerse como -

-1-



(1.1)  Ay= ':’i \g—-\&xi
=1 ¥

A partir de la Ec. (1.1) es facil deducir las conocidas reglas
para propagacién del error en las cuatro operaciones
elementales (suma, resta, multiplicacifn y divisibn]).

Cuando la influencia de los errores de redondeo es
significativa (lo cuwal sucede, por ejemplo, cuando la cantidad
de operaciones involucradas en el procesc de cdlculo es muy
grande), el andlisis de la propagacién se hace mds complicado.
En este caso, wuna posibilidad consiste en hacer un sequimiento
del detalle del proceso de cdlculo, desglosdndolo en pequefios
sub-procesos que lnvolucren solo a las operacliones elementales
{por ejemplo, la funci¢n seno deberia representarse por su
desarrollo en serie de Tayler). El error de los datos de
entrada de cada sub-proceso podrla propagarse de acuerdo a la
fdrmula, pero antes de wutilizar el resultade como dato de
entrada de un nuevo sub-proceso habrla que adicionarle el error
de redondeo. Una forma sistemdtica, aungue tediosa, de llevar a
cabo este procedimiento se describe en la Ref.(2) bajo la
denominacién de grdfica de procesos. Alternativamente, puede
recurrirse a la técnica de "andlisis retrospectivoe de errores"
{1}, que consiste en representar el error de redondec cometido
en cada sub-proceso como un error inherente extra en los datos
de entrada de ese sub-proceso, sl éste fuera realizade con
precisién infinita. Procediendo sucesivamente de atrds hacia
adelante, el problema original se reduce a otro con los datos
de entrada afectados de nuevos errores inherentes, por lo cual
el error en los resultados puede estimarse utilizande la
Edrmula general de propayacién, Ec. [1.1}.

Estos tratamientos de propagacidén de errores adolecen de
una limitacién bdsica, a saber, solo son 4tiles para acotar el

BLLOL. 8i bien #sto puede ser adecuado cuande el error
predominante es de tipo sistemdtico, resulta en gruesas
sobrestimaciones cuando 1la naturaleza de los errores es

estocdstica (la referencia, en este caso, es a los errores
inherentes, ya que los de redondeo son sSiempre de tipo
aleatorio). En esta ®#ltima situvacitn es conveniente introducir
un tratamiento estadlstico, y rcaracterizar el error, por
ejemplo, por medio de la desviacidén estandar (1).

Todos los procedimientos de propagacién de Brrores
inherentes y de redondeo mencionades hasta aqul descansan sobre
el supuesto de gque el proceso de cdlculo, o algoritme, puede
ser analizado completamente. En algoritmos complejos, y ésto
hoy en dla se refiere a la mayorla de los involucrados en
estudios de ingenierla, es prdcticamente imposible llevar a
cabo un tal apdlisis. En consecuencia, se recurre a una técnica
de perturbaciones experimentales, consistente en efectuar
varios cdlculos variando los valores de los datos de entrada, y
estudiando la sensibilidad de los resultados a esas variaciones
(1). Para sopesar la influencia de los errores de redondeo,
puede repetirse un cdlcule con los mismos valores de los datos
de entrada pero wvariande la precisién de 1la mAdguina (por
ejemplo, de simple a doblel}. '



1.3. Estimacitn de los errores de truncamiento

Para esbtimar los errores en los resultados de un proceso de
cdlculo debidos al truncamiento, es necesario disponer de una
mejor estimacién de los resultados del proceso infinito del
cual el algoritmo en cuestién es una aproximacién. Cuando los
errores de truncamiento son dominantes, esta estimacién puede
llevarse a cabo recalculando los resultados con el truncamiento
efectuado en un nivel superior (por ejemplo, incluyendo mas
términos en la evaluacién de una serie). En ciertos casos
pueden desarrollarse fdrmulas que den cuenta, al menos, de la
dependencia de los errores de truncamiento respecto de los
parametros del problema (por ejemplo, el nbmero de términos
utilizade en la evaluacién de una serie),

Cuando el ndmero de operaciones involucradas en el
algoritmo es muy grande (o cuando el proceso es inestable],
entran a tallar los errores de redondeo. Un ejemplo simple,
pero muy ilustrativo, se presenta en la Fig. 1.2, tomada de la
Ref.(2). Alll se muestra, para el problema de la evaluacién de
una integral mediante férmulas de cuadratura, cémo el error de
los resultados disminuye, al aumenlar el ndmero de intervalos,
mientras domina el error de truncamiento. En cambio, comienza a
aumentar en cuanto los errores de redondeo se hacen dominantes.

1.4, Estabilidad de algoritmos

El problema de la estabilidad de un algoritmo consliste en

analizar la sensibilidad de 1los resultados a pegueflas
variaciones en los datos de entrada. En términos laxos, se
denomina estable a aguél cuyos resultados muestran poca

sensibilidad a esas variaciones, y viceversa. Obviamente, todas
estas consideraciones requieren ser expresadas con mayor rigor
matemdtico, lo cual se hard en lo gue sigue.

En primer lugar, es obvio que se neceslta alguna unidad de
medida para cuantificar las variaciones. La unidad elemental
u es la denominada unidad de mAquina o de redondeo, que es el
mdximo error relativo con gue la mdquina puede representar a
cualquier ndmero real, dentro de su rango de punto flotante
(para redondeo simétrico u=0,5*8-%*1, donde B es 1la base y t
la cantidad de dlgitos de la mantisa; para redondeo truncado
u vale el doble que en el caso anterior).

En segundo lugar, hay que determinar la causa de la

inestabilidad, cuando Asta se presenta. Existen dos
posibilidades. Una es gue esa sea una caracaterlstica del
problema (puede reflejar, por ejemplo, wuna inestabilidad

flsica), en cuyo caso se trata de un problema mal condicionado
o matemdticamente inestable. La otra posibilidad, mds comdin gque
la anterior, es qgue el algoritmo esté pobremente construldo; se
habla, entonces, de un algoritme mal condicionado o
numéricamente inestable. Hay que tener en cuenta, de todos
modos, que la inestabilidad no se manifiesta necesariamente
para cualguier juego de valores de los datos de entrada.

Se plantea, entonces, la cuestién de qué hacer en el caso
de tener un algoritmo inestable. La respuesta obvia es que dste
debe ser reemplazado por un algoritmo "mejor"™. En general,
pvizte mis de una manera de plantear un proceso de cdlcule.



Esto conduce al concepto de algoritmos matematicamente
pguivalentes, gue son aguellos gue darlan resultados idénticos,
a partir de los mismos datos de entrada, si 1las operaciones se
efectuaran con precisién infinita (es decir, sin errores de
redondeo). En la mayorla de los casos, un algoritmo puede ser
derivado a partir de otro matemdticamente equivalente mediante
manipulaciones algebralicas. Ahora bien, debide a 1la
introduccidn de errores de redondeo durante los cdlculos,
algoritmos matemdticamenle eguivalenles no dan, en general, los
mismos resultados. S5i 1las diferencias entre resultades son
pequeflas, se trata de algoritmos numdricamente eguivalentes.
Mds precisamente, se dice que dos algoritmos son numéricamente
equivalentes cuando sus resultados, usando los mismos datos de
entrada, no difieren entre sl en mds de lo que los resultados
exactos (es decir, calculados con precisién infinita) le harlan
entre sl, para dos cdlculos efectuados con los datos originales
uno y con los datos perturbados en unos pocos u el otro (esta
41tima diferencia deberla ser evaluada, en principie, por medio
de la férmula general de propagacién de errores, Ec. (1.1)). A
menudo se da el caso de que dos algoritmos matemdticamente
equivalentes no son numéricamente eguivalentes. Precisamente,
en el caso de tener un algoritmo numéricamente inestable (para
un problema bien condicionado), éste deberla ser reemplazado
por un algoritmo matemdticamente eguivalente, pero estable.

En algoritmos iterativos la presencia de Inestablilldades se
hace rdpidamente evidente, ya que, en general, los resultados
tienden a crecer en valor absoluto (ya sea en forma mondtona u
oscilatoria) con una tendencia exponencial, llegando a superar
el rango de la mdquina. Esto no sucede, en general, con lus
algoritmos directos.



CAPITULO 2

CONSISTENCIA DE UNA APROXIMACION
EN DIFERENCIAS

2.1.- Error de discretizacién

Al aproximar una ecuacién diferencial por medio de una
ecuacidn en diferencias (utilizande cualguier método de
discretizacidn) se comete un cierto error de truncamiento. Se
denomina error de discretizacidén al residuo que resulta al
reemplazar en la ecuacién en diferencias la soclucitn de la
ecuacién diferencial (que se denominard, en adelante, solucibn
analltica). Este error indica, obviamente, en gué medida la
solucién analltica satisface 1la ecuacidn en diferencias. La
relacidn entre el error de discretizacidn y el error de
truncamiento de la solucidn de la ecuacidn en diferencias (que
se denominard solucién numédrica) se explicard mds abajo.

La estimacién del error de discretizacidn se 1lleva a cabo
mediante un procedimiento gque se introducird por medio de un
ejemplo. Sea el siguiente problema de valores iniciales, que es
el problema mds simple de difusidn

(2.1) ‘b&-*"-’tﬂ' ,t20, -oco<¥<oO
ot 2
donde wu(x,t) es 1la funcién incégnita de las wvariables

independientes x y t, que se supondrd representan el espacio vy
el tiempo, respectivamente, y ¥ es una constante positiva (que
representa una viscosidad cinemdtical. Una de las
aproximaciones en diferencias mds simples de la Ec. (2.1)
consiste en utilizar el siguiente esguema expllcito centrado:

T n h n n
(2.) W Wi |y Wn m2U+ Uy
At bx?
donde el sublndice j 1identifica el nodo espacial, el

supralpndice n indica el paso de cdlculo temporal, y At y Ax
son los intervalos temporal y espacial de discretizacidn,
respectivamente. Reemplazando en 1la Ec. (2.2) la soluciédn
numérica uj] por la analltica u(x,t™ ), donde x; &es la
coordenada X del nodo j y t™ el tiempo correspondiente al nivel

n, se obtiene el error de discretizacidn:

(2.3) € = wogt™!) - wly,t7)
/ at

WG, t") - 2w l2y,t") + W (%, t")
D

-v

-G



Ahora, como los Intervalos de discretizaclep At y Ax son

"peguefios", e©s5 posible efectuar desarrollos en serie de Taylor
de la solucidp analltica (suponiéndola diferenciable hasta el
orden gque se necesite) alrededor del punto (x;,t™). De esta
manera se tiene gue

Z n 2z
24 Wle A= g )+ B AL 4 T AL 0WY)

(2.5) W, 1) = LL{‘f_»_“T."J—le A 4 SU\Y Ax? 4

x A J 2
eBunpy W Aty O(axe)
> j e ! I 24

donde el slmbolo O(k™) significa términos de orden m (o
superior) en el incremento k. Reemplazando las Ecs. (2.4) y
{2.5) en la Ec. (2.3) se obtiene

n
nz.s:E_:F=aE|é‘F_v ‘

Eut*_j 2 Enc“
Una estimacién del error de discretizacién estard dada, en
general, por los dos primeros términos de la Ec. (2.6).

&2 + O(At? Ax#)

Una primera interpretacién del error de discretizacidén como
error de truncamiento de la solucidn numérica puede hacerse a
partir de la introduccién del concepte de solucién analltica
local. Esta se define, para cada nivel n, como la solucidén de
la ecuacién diferencial para t = L™, cuando se toma como
condicién inicial el valor de la solucién numérica en t=t™ ., Es
decir, denominande U™ (x,t) a la solucién analltica local, la
condicidn inicial es

(2.7 WY (%) = LL;'

para todos los nudos j (ndtese que al no estar definidas las
condiciones iniciales fuera de los puntos nodales, la solucién
U™ no es dnica). Por su parte, la solucién numérica local
exacta (U™ G‘ para cada nivel n es la solucién exacta (es
decir, con precisién infinita) de 1la ecuacidn en diferencias
cuando se parte de las mismas condiciones iniciales, es decir

Mnn ':‘l...
(2.8) LLL):, = Uj

La diferencia entre la solucién analltica 1local y 1a solucidn
numérica local exacta en el nivel de tiempos ntl es el error de
truncamiento local:



m " :-u“‘h+1
(2.9) & = ur (1™ - (LL:U

que se representa esquemdticamente en la Fig. 2.1. La solucién
analltica puede ser desarrollada en serie de Taylor:

~ i Zhnn .2 3
(2.10) @& (™) = u 0 4 3 l At 4 oL l AL O(at)
st ut2 ' 2
donde se ha utilizado 1la Ec. (2.7). Por su parte, la solucien
numérica satisface la Ec. (2.2), es decir

L o n m~ h | n
n n .é:t hy o H_ ny,
(2.11) [u..)j -.-.U.L)J.-I-%_xz[fw,}m ng}-ﬁ(ﬁ,%}_,]
o, de acuerdo a la Ec. (2.8),
o\t " VAL N5 N n
22 (W)= U+ VB (U - 2uj 4 ufy )

Pero, atendiendo a la Ec. (2.7), 1los valores numdricos en el
nivel n pueden ser reemplazados por la solucidn analltica
local. Entonces, desarrollando ésta en serie de Taylor, la Ec.
(2.12) conduce a

(2.13) (&' J"” _p %z[[{ﬁn+%nﬂ?&1+h%[;%z+
Y| Yt TP A0, Ot -
- ZU.IJ +£“J - 3;! AL 4 iﬁ’:ﬁ%g*
- m?ﬁ 2L, 8‘u ,hAx& b:i_; x5 | O]
=uf41-’&t[‘%b 4../3;9 hﬁ’ +O(ﬁaﬂ‘)]

Introduclendo las Ecs. (2.10) y (2.13) en 1la Ec. (2.9), ¥y
teniendo en cuenta que 1™ satisface la Ec. (2.1), se obtiene

N n L NN, 2
(2.14) & = [f; 2 V%b%-& O, 24 ]

Finalmente, admitiendo que 1la diferencia entre la solucidn
analltica global u(x,t) y la local U™ (x,t) es de primer orden,
y comparando las Ecs. (2.6) y (2.14), se tiene que

n
(2.15) & =~ At g



es decir gque el error de discretizacien y el error de

truncamiento local difieren, esencialmente, en un factor At.
En otras palabras, el priwmero es una medida del segundo.

Una segunda interpretacidn del error de discretizacién lo
liga al error de truncamiento global (ver Fig. 2.1), definide
como

n A n
(2.16) Ej = Wig,t") - uUj

donde 0l es la solucion numdrica exacta, es decir, la gque
satisface la Ec. (2.2) s5i se calcula con precisién infinita.
Restando la Ec. (2.2) a la (2.3), y wutilizando la definicién
(2.16), se obtiene

— h
(2.17) E_I'm-_- (1-21"}%‘34—1‘ (%‘H+Ejﬂ,)+&‘t G_;"

donde r=v At/Ax2 . De la Ec. (2.17) surge que

(2.18) IE?H[.{ (H-2r|4+27) max IE|: | + At max | €7
J ¥k ¥k

Entonces, si r § 1/2, la Ec. (2.18) conduce a

(2.19) [E] | € max [EQ| + At max (€ |
Y ¥ie

La Ec. (2.19) puede utilizarse recurrentemente hacla atrds en
el tiempo, obteniéndose

L")
(2200 [E]"] ¢ At 7 max lg]
m=0 Wk

donde se ha tenido en cuenta gque E; =0. De la Ec. (2.20) surge
que

. _H m =_tﬂ+1 £|‘I’I
(2.21) IE;," | < (nH)AT 2151 € | Fgf“ € |

0émén 0<méh

La BEc. (2.21) muestra que el error de discretizacién (en rigor,
su magnitud mixima) es una medida del error de truncamiento
global, con un factor de proporcionalidad dade por el tiempo
transcurrido. 8i bien, como se vio mds arriba, esta relacidn
estd sujeta a la condicidn r § 1/2, se mostrard mds adelante
gque esta restriccidn es, de todos modos, necesaria para que el
cdlculo permanezca estable.



2.2. Definicidn de consistencia

Se dice gque un esquema numérico es consistente con una
ecuacidn diferencial, si el error de discretizacién tiende a
anularse cuando disminuyen continuamente los intervalos de
discretizacién, es decir,

2.22 ia ——
( ) i,MQD
Ax>D

De acuerdo a la interpretacien dada (en la seccidn anterior) al
error de discretizacién en términos del error de truncamiento
global, 1la condicién de consistencia es necesaria (aungue no
suficiente) para que la solucién numérica converja a la
solucidn analltica cuando se afina la malla de cdlculo.

Para el ejemplo desarrollade en la seccién anterior, la Ec.
{2.6) muestra claramente que la ecuacidn en diferencias (2.2}
es consistente con la ecuacién diferencial (2.1). Pero no
siempre el tema es asl de sencillo. 5i a la Ec. (2.1) se la
aproxima por el esquema de DuFort-Frankel

u+1 nf
uzz}._,;_ ‘P“J” il ’uf 'H‘!”

.ﬁn:i

gl error de discretizacién es (3)

(220 € =V(ﬁf%§|}' + O[ﬂtg,mgj(%)ﬂaﬁ]

La Ec. (2.24) muestra que hay consistencia solo si

(2.25) (ﬁt ) ot
A O

Es decir gque, por ejemple, se puede tomar At ~ Ax2Z | En
cambio, si el 1llmite se realiza manteniendo el cociente

B- At/Ax constante, el esquema (2.23) resulta consistente con
la ecuacidén diferencial

+ P

2.3. Orden de precisién de un esguema numérico

Se denomina orden de precisién de un esguema numérico en
cada una de las variables independientes, a las potencias
dominantes de los intervalos de discretizacién correspondientes
a cada wvariable, tal cual aparecen BTl el error de
discretizacién. El1 orden de precisién mide con qué ritmo se
anula el error de discretizacién cuando se afina la malla.

Por ejemplo, el esquema (2.2) es, de acuerdo a la Ec.
(2.6), de orden de precisién 1 en el tiempo y 2 en el espacio.
_g_



Notese gue, de acuerdo a la Ec. (2.21), el orden de precisién
del esqguema es tambien el orden de precisidén de la soluciédn
numérica respecto de la analltica.

En el caso del esqguema de DuFort-Frankel, Ec. (2.23), vy
tomando At~Ax2 para que haya consistencia, el orden de
precision resulta, de acuerdo a la Ec. (2.24), 2 en el espacio
y en el tiempo. Esto significa, obviamente, que este esquema

deberla resultar mds preciso gue el anterior.
Es interesante mostrar que podtla realizarse un subterfugio
para hacer mis preciso al esguema (2.2). En efecto,

diferenciando 1la Eec. [(2.1) pueden obtenerse las siguientes
relaciones

a
(2.27) 2FuU. =V kéjg

»t2 wx2

wx2at né
Combinando las Ecs. (2.27) y (2.28) resulla que

(2.29) J& _ 2 2y
2 xé

Introduciendo la Ec. (2.29) en la Ec. (2.6) se ubtiene

a0 ef= 2 Fun Ax? 2 Axt
(2.30) &= 7 Em*i_lj (vat - 427 + O(at? Axt)

Entonces, eligiendo At=v Ax% /6, la Ec. (2.30) muestra que los
tdrminos dominantes del error de discretizacién se anulan,
guedando un esquema de orden 2 en el tiempo y 4 en el espacio.
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CAPITULO 3

CONVERGENCIA DE UNA SOLUCION NUMERICA

3.1, Definiciébn de convergencia

Se dice que una solucién numérica converge a la solucidn
analltica cuando, para cada punto (en el espacio de las
variables independientes), la primera tiende a la segunda al
refinar la grilla de cdlculo, es decir

n « N
(3.1) U = U0yt )

Ay0

5 4ijo

t"fijo
Netese gque al efectuar el paso al llmite indicade en la Ec.
(3.1) los !ndices j y n deben variar (especlficamente, j,n-=o00)
para que xj y t" permanezcan fijos (por ejemplo, x;= 7 Ax ¥
th=n Ab).

Para ilustrar el concepto se estudiard el problema (2.1).
Su solucién analltica puede ser expresada en términos de una
serie de Fourier (2)

= -mzvt
(3.2) wixt) = Z An € erm

m= =

donde los coeficientes Ay, pueden calcularse a partir de las
condiciones iniciales. Ahora, para la ecuacién en diferencias
(2.2) puede proponerse un desarrollo similar

ol P
(3.3) uj = 7 A, E etmusx

M=)

(los coeficientes A, son los mismos gque antes pues deben
satisfacerse las mismas condiciones iniciales). Introduciendo
la Ec. (3.3) en la (2.2) se obtiene que (3)

(3.4) § = 1-2r (1~ cos mAx)

donde, como antes, r=vAt/ Ax? . Comparando las Ecs. (3.2) ¥
(3.3), y teniendo en cuenta (3.1), se concluye que la solucidn
numédrica convergerd a la analltica solo si

n —m2
(3.5) —_— mevL

At

Axw(
Jﬁxi:ﬁjﬂ
t:ﬂ.ﬁt:ﬁjﬂ 11



Una restricclen para que se verifique la relacién (3.5)
surge de reconccer gue el miembro de 1la derecha disminuye
cuando t aumenta, cualguiera sea el valor de m, mientras que el
de la izgulerda puede crecer indefinidamente con n a menos gue

(3.6) IS, 1 €1

para todo valor de w. La Ec. (3.4) muestra que Sn¢ 1 slempre,
de modo gue la relacidn (3.6) solo requiere que §, » -1, lo cual
conduce a

1

3.7 < —
(3.7) 1 - COS mAx

Como la relacién (3.7) debe verificarse para todos los valores
posibles de m, se concluye que r debe ser menor o igual que el
mlnimo valor que puede tomar el miembro de la derecha, es
decir,

(2.8) T £ =
2

La restriccién (3.8) ya habla sido hallada por otro camino en
la seccién 2.1.

Ahora puede demostrarse que la relacién (3.5) efectivamente
se verifica. Teniendo en cuenta que n=t/At-wt/r Ax2 se tiene

(3.9) b Fr = VL b [1- 2r (1- cos mAx) ]
r AxE

5i en la Ec. (3.9) se toma el 1llmite para A x-» 0 usando la
regla de L'Hospital, y se considera que r permanece constante,
se obtiene

(3.10) 4n ¥, - -mvt Senméx ! - -m?pt
Ax.  [1-2r{1-cos mdae) ]

gque es lo gue se querla demostrar.

3.2. Andlisis de la convergencia

Para datos de entrada determinades (es decir, haciendo
abstraccién de errores inherentes), la solucién numérica de un
problema (calculada con la computadora) diferird de la solucién
analltica debide a dos causas: el error de truncamiento y los
errores de redondeo. Que la soclucidén numdrica sea convergente
significa que, al afinar 1la malla de cdlculo, el error de
truncamiento disminuye, mientras los errores de redondeo
permanecen bajo control.



Esta claro que el procedimiento utilizado en la seccidn
anterior para demostrar la convergencia no es aplicable en
general, ya gque ello demandarla conocer las soluciones
analltica y numérica exacta (lo cual no solo no es posible en
general, sino gue tornarla ocioso hallar 1la sclucidn numérical.
En consecuencia, es necesarioco disponer de otros medios de
andlisis de la convergencia.

La consistencia del esquema numérico es necesaria para que
el error de truncamiento efectivamente disminuya al refinar 1la
malla. S5i bien como criterio resulta, entonces, incompleto,
tiene 1la ventaja de gque su determinaci¢én es5 auvutomdtica. Para
complementar el andlisis, es necesario demostrar gue el
problema en diferencias permanece -estable. Esltos conceptos se
expresan en el teorema de equivalencia de Lax, valido para
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.
El teorema expresa que (3):

Dado un problema de valores iniciales blen planteado y una
aproximacién en diferencias finitas que satisface la
condicién de consistencia, la estabilidad es una condicidn
necesaria y suficiente para la convergencia.

Se necesita, entonces, desarrcllar mltodos de andlisis de
la establilidad de ecuaciones en diferencias, leo cual constituye
el tépico central de los préximos dos capltules. Alll se verd
gue la restriccidn (3.8) es, efectivamente, una condicibn para
la estabilidad del esquema numérico en cuestidn.
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"...Lo que habiy en 1a mente de Arquilmedes era diferente de
lo gque habla en la de Newton, y ésto, a su vez, diferla de
lo gque habla en 1la de Gauss. No es solo una cuestidn de
'mds', es decir gue Gauss sabla mds matemdticas gque Newton
quien, a su vez, sabla mds que Arqulmedes. Tambien es una
cuestidn de 'diferente'. El estado actual de conocimientos
estd entrelazado en una red de motivaciones y aspiraciones
diferentes y de interpretaciones y potencialidades tambien
diferentes..."

P.J. Davis, R. Hersh
"The Mathematical Experience"
Birkhauser Boston, 1981
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GAPITULO 4

ESTABILIDAD DE PROBLEMAS
DE VALORES INICIALES

4.1. Definicién de estabilidad

El concepto de estabilidad se discutlé, en términos
generales, en el capltulo 1. Aqul se presentardn conceptos y
metodologlas para esudiar la estabilidad del problema en
diferencias (la estabilidad de algoritmos partlculares solo se
discutird donde se considere pertinente). En el caso de problemas
diferenclales, es necesario distingulr entre la estabilidad de la
solucitn analltica, la estabilidad de la solucién numérica y la
establlidad de la solucién numérica respecto de 1la analltica.
Obviamente, cuando el problema diferencial es estable, el esquema
numérico que lo aproxima tambien debe serlo, en cuyo caso la
estabilidad del seqgundo respecto del primero estd asegurada. Sin
embargo, aunque en la prdctica es menos comin, puede plantearse
la cuestidn de simular numéricamente problemas Iinestables. En
este caso lo relevante es asegurar la establlidad de la soluclén
numérica respecto de la analltica, que resulta ser, entonces, el
criterio mds general.

Hablar de la estabilidad de la solucién numérica respecto de
la analltica, significa acotar de alguna manera la diferencia
lulx; ,t") - u?|. En problemas de valores iniclales (que resultan
en algoritmos Iiterativos) puede adoptarse la siguiente deflnlcién
(3} : es estable si

(4.1) TuogA") -ufl < oo
N
Ax, &5t dijos

es decir, la diferencia entre 1la solucién analltica y numérica
(para cada nodo del eje espacial) permanece acotada cuando se
avanza indefinidamente el cdlcule (en la direccién temporal),
manteniendo fijos los intervalos de discretizacién. Una
restriccién de este tipo solo puede proveer, en principio,
condiciones necesarias para la estabilidad.

En el caso de estar considerande un problema con solucién
{analltica) acotada, es decir

(4.2)  jwet)y| < o0

100
x {ijo
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el criterio (4.1) se reduce a

(4.2a) luj‘i < 00
N 08

Axc, 5t ijos

es decir que la solucién numérica tambien debe permanecer
acotada. Es fAcil wver gque, en el caso de ecuaciones lineales y
homogédneas, las condiciones (4.2) y (4.2a) son necesarias para la
estabilidad de las soluciones analltica y numérica,
respectivamente. En efecto, si u'(x,t) es una solucién perturbada
respecto de u(x,t) (por ejemplo debldo a un pequefio cambio en las
condiciones iniclales), es necesario gue

(4.2b) Jwixt)-wixt)) < ™

Lo
*x Jijo

para que u sea estable. Pero u'-u satlsface la mlsma ecuaclén
diferencial que u (por ser lineal y homogénea), por lo cual ella
misma debe verificar esa condicién, es decir, debe cumplir con
(4.2). La situacidn es idéntica con la solucién numédrica.

En la practica, las inestabilidades se manifiestan, en
general, en forma "explosiva", en el sentido de que la solucién
crece rdpidamente en valor absolute (ya sea en forma monbtona u
oscilatoria) hasta superar el rango de punto flotante de la
computadora (produciendo un "overflow").

Obviamente, es vital disponer de métodos de andlisis de la
estabilidad de esquemas numéricos, de modo de poder detectar las
eventuales fuentes de inestabilidades y, de ser posible, producir
correcciones.

4,2. Mitodo de von Neumann

En el caso de ecuaclones en diferenclas 1llneales y
homogéneas, es siempre posible plantear soluciones en términos de
su serle de Fourler, tal como la de la Ec. (3.3). En-este caso,
para gque se verifique la condiclén (4.2a) es necesario que
ninguno de los arménicos crezca en forma no acotada con n. Esto
se verlflca siempre gque

(4.3) I1%,] <1

para todo valor de m. La condicién (4.3) coincide con la (3.6) y
conduce, en el caso de la Ec. (2.2), a la restriccién (3.8), que
se repite a continuacidn

(4.4) T = YO 1

ax? 2
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La condlcien (4.4) se interpreta, en general, como una
restriccidn sobre el valor mdximo permisible de Mt, para un
dado Ax, para que el cdlculo permanezca estable. La Fig. 4.1,
tomada de 1la Referencia (3), muestra como se manifiesta 1la
inestabilidad cuando se toma r > 1/2, en el caso del problema
(2.1) pero sometido a condiciones de contorno de Dlrichlet
homogéneas en los bordes, y con una forma inicial triangular.

Este método de andlisis fue introducido por von Neumann, ¥y
puede ser extendido a ecuaciones no llneales e inhomogéneas (ver
préximo capltulo).

Ez Interesante estudlar un problema algo mds general que el
(2.1), a saber

(4.5) W M _p T t20, -0 <x <
ut »x Y S

donde U es una constante positiva (que representa una velocidad
de conveccidn). Se discretizard la Ec. (4.5) mediante el
siguiente esguema expllicito de segundo orden en el espacio:

ﬂ+1 f‘ *n |n _ﬂ- .'-1 "n
a6) W U - (W - 2U+ U)
At 25% Ax?

Tratdndose, nuevamente, de una ecuacién lineal y homogtnea, puede
plantearse una sclucidn armbénica, aungque mds general que la Ec.
(3.3):

fa il &
1k
(4.7) u_;-' = 2 A, E5 & m) A%
M=e=0af)

donde k,, €5 el nimero de ondas (no necesariamente entero, como en

el caso del problema (2.1)). Introduciendo la Ec. (4.7) en la
(4.6) se obtiene

(4.8) E, = 1- 27 (1- cosknax) - i p sen (kyax)

donde p=U At/ A x. HNotese que el "factor de amplificacién" §,

resulta complejo. Su médulo estd dado por
(4.9) 15,2 = 1= 4r (1- caskye)[1- (1-c08 kndi) | +-p2sen? (K Ax)
La condicién (4.3) impone que
(4.10) ?Esm‘?flr..ax) < 4r{1-em%m}[1-f{1#cmi’mm}]

Una primera restricclén surge a partir de (4.10) notando que el
miembro de la izguierda no puede ser negativo. Entonces se debe
cumplir que el factor entre corchetes del miembro de la derecha

nn Anhae mror namativn T Fnal rFrandnes eama ankasd 5



1
. r o< =
(4.11) >

Ahora, retornando a la Ec. (4.10), y definlendo la variable

(4.12) A

#sta puede reescriblrse como

1- (08 kmaot ,

(4.13) p2 < 4 J @)

donde

(.10 4() = %—%

Como

(4.15) J'§) - 1=2¢
Y (2-4)°

la funcibn f es mondtonamente creciente, de acuerdo a 1la Ec.
{4.11). Entonces, su valor mlnime 1lo toma en %=0, y la Ec.
(4.13) implica gque

(4.16) 1:-5'- < 2r

(4.11) At < 2V
u.ﬁ

que &5 una nueva restriccién sobre el paso temporal para gque el
esquema permanezca estable.

Es interesante hacer un comentario sobre el esquema (4.6). En
problemas donde la convecclén es -dominante ( v-—=% 0), la
restriccidn (4.17) puede tornar impriéctico el cdlculo, ya que las
escalas de movimiento temporales pueden ser drdenes de magnitud
mds grandes gue el paso temporal requerido. MAs adn, en ausencia
de difusién ( w=0 ), la condicién (4.17) no se puede cumplir, es
decir, el esqguema se torna incondicionalmente inestable. En la
préxima seccidn se verd una manera de corregir esta deficiencia.
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{.3. Mdtodo de acotamiento

En el caso de métodos expllcitos, se puede intentar obtener
condiciones para acotar el crecimiento de la solucién, lo cual
siempre es posible en ecuaciones lineales y homogéneas. El
procedimiento es andlogo al utilizado en la seccidn 2.1. Por
ejemplo, la Ec. (4.6) puede reescribirse como

\ n n n
(4.18) W" = (1-2r)y; +{r+£)uJ-,.L(r_ E]Lﬂﬂ
De la Ec. (4.18) surge gque

(19 16 € M-2el 1+ (R a1+ -8 L | <

< - - Uy
S (M-2el 4+ (r4 E) 417 El)ﬁ“ .l

para todo valor de j. Entonces, si

(4.20) 1-2¢ 2 0

(4.21) r- g;o

la Ec. (4.19) se reduce a

(4.22) (U] < max |ug|
vk

es declr, la solucién se "achata" a medida que avanza el cdlculo,
por lo cual permanece acotada. La condicién (4.20) es equivalente
a la (4.11). En cambio, la (4.21) conduce a

(4.23) Ax < 2V
U

Para compararla con la (4.17), la (4.23) puede reescribirse como

(4.24) At <« 4V
U2

que, salvo para r=1/2 (en que coincide con la anterior), resulta
algo mds restrictiva que 1la (4.17). 8i bien, entonces, este
método puede resultar en condiciones mds restrictivas que el de
von Neumann, es mucho mds simple de aplicar.

- En la seccién anterior se discutid sobre una deficiencia
bdsica del esquema (4.6) para problemas en los cuales la
conveccién es dominante. E1 remedio mds simple para corregirla
consiste en descentrar el término convective, tomando para 3du/dx



positivo o negatlivo, respectivamente. Como ésto significa "traer"
el valor de la derivada desde la =zona de donde apunta la
velocidad, esta forma de discretizar se denomina "de aguas
arriba" ("upwinding"). Nétese que el precio que se paga es el de
una disminucién del order de precisidn espacial del esquema (de 2
a 1). Se mostrard gue esta técnica corrige, efectivamente, la
deflciencia apuntada, utilizande el método de acotamiento
introducido mds arriba.

Admitiendo que U es positivo, un esquema de aguas arrlba para
el problema (4.5) es

Al n h n n n n
(4.25) .L_J‘—i;'i‘,;u Y-l _p (U - 24 +u!_.}
At A Ax2

que puede reescribirse como
nH n n n
(4.26) U = (1-p=-2r) +{1>+r‘j Uiy + 7 Uy
De la Ec. (4.26) surge gque
12m lul <(M-p-2r [+ +‘2r)man¢ lug |
o uyl F P Yk

para todo valor de Jj. Entonces, si 1l-p-2r 3 0, la Bc. (4.27) se
reduce a la (4.22), y se verifica el criterio de estabilidad. La
Gnica restriccidn es

(1.28) Ot € B%X
U4 2¥
Fat.
que no limita Inaceptablemente el valor de At cuando v-»0, ya
gque, en este caso, la Ec. (4.28) se reduce a

(4.29) At < d&x 7
U

gue es la denominada condicién de Courant para problemas
hiperbélicos. Esta condicién puede interpretarse en términos de
un criterio general, que se denominard criterio de Courant, y que
establece que el dominio de influencia (respecto de un punto) de
la solucién analltica debe de estar contenido en el de la
solucidn numérica, tal cual se ilustra en la Fig. 4.2. La
violacién de este criterio produce inestabilidades de tipo
oscilatorio.

4.4, Método de Hirt

La idea bdsica del método de Hirt (4) parte de reconocer que,
en el caso de un problema diferencial matemdticamente estable, 1la
inestabilidad del problema en diferencias se debe a la influencla
del error de truncamiento. En consecuencia, ésta puede explicarse
analizando ese error. El detalle del procedimiento se introducird

L L L T B



Sea el problema (4.5), y su aproximacleén mediante el esguema
{(4.6). Para determinar cudl es la "verdadera" ecuaclidn
diferencial que satisface la solucién numérica, puede hacerse un
desarrollo formal en serie de Taylor, con el resultado

W UM _p XU AU A S
(4.30) Erb+ > ‘.‘51{2+2 bt3+ 3 53

- 1;.ZEI? 34H + C}(Igtﬂ Axd) =
12 mé

Notese que los términos extra, que cuantifican el error de
truncamiento, son formalmente andlogos a los del error de
discretizacién. Ahora bien, a primer orden (es decir,
despreciando términos de orden mayor o igual a 2) la Ec. (4.30)
es hiperbélica. Sus dos familias de curvas caracterlsticas tienen
pendientes dadas por (5)

(4.31) X - (:"“V 2
at

At

pado gque el dominlo de influencla de la soluclién numdrica es el
segmento comprendido entre las rectas + Ax/At, la aplicacién del
criterio de Courant conduce a la condicién

W (2)" < o

gue es equivalente a la (4.11). Su violaclién produce, entonces,
inestabllidades de tipo oscllatorlo.

Mds informacién sobre el efecto del error de truncamiento
puede obtenerse expresdndoloe solo en términos de derivadas
espaciales, las cuales pueden interpretarse como mecanismos de
atenuacién o amplificacién. Este tipo de técnica ya se utilizd en
la seccién 2.3. De la Ec. (4.30) surge que:

(4.33) . Fu +U’-‘f£*. _p U + 0 (AL, Ax2) =O

ot St M7t
(4.34) 7’5‘-_ + U %’";2 -V ?%3 + O (At,5x2) =0
(4.35) du , y Su E‘E At , Ax?
o HU S -V + O V=0

Combinando las Ecs. (4.33) a (4.35) se llega a
VU _ y2 ¥ _ ey DM 42V Mt Ax?

Introduciendo la Ec. (4.36) en la (4.30) se obtiene
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W yM o (po UBAL) ¥, puat DU _
(4.37) +us o= (P 22F) S0 4 S

VAL Y 2
- 5a + O(at® Ax )

gue se denomina ecuvacitn modificada (6). El primer término del
segundo miembro de 1la Ec. (4.37) representa un mecanismo de
difusidn. Para que el coeficiente sea positivo debe verificarse
la condicidn (4.17). En caso contrario se producird un
crecimiento mondtono de la solucidn,

Se observa, entonces, que con el método de Hirt pudieron
obtenerse las mismas condiciones de establlidad que con el métedo
de wvon Neumann. Sin embargo, no siempre es asl. Sucede a menudo
que el primero da menos condiciones que el segundo, ya que el
método de Hirt, al considerar solo las derivadas de orden menor,
limita su btsgueda a las mayores escalas espaciales y temporales.
Como compensacién, el método de Hirt puede detectar
inestabllidades provenlentes de mecanismos no llneales, lo cual
es Imposible por prlntipio por el método de wvon Neumann (ver
préximo capltulo).

4.5. Bstabilidad de esquemas impllcitos

Hasta ahora, todas las ejempliflcaclones se hlcleron sobre
esquemas numéricos expllcitos. Estos, en general, requieren menos
operaciones por paso de tiempo que los impllcitos. Por su parte,
los impllcitos suelen estar libres de algunos tipos de
inestabilidades que afectan a los expllicitos.

Sea el problema (2.1) y el siguiente método numérico
impllcito ponderado:

u@'_ up 4
a3 S "4 o v[e i - 24" +uy') |
Ax?
n n n
+ (1-0) WUim —24j + i) ]
AxZ

donde @ es un coeficiente tal que 0 £ 8 ¢ 1. Utilizando el métedo
de von Meumann se obtiene el siguiente factor de ampllficacién
(3):

1- 2r(1-8) (1~ o8 mAx)

(4.39) L
14 2c€ (1-cos mAx)

que, obviamente, se reduce a (3.4) cuando 8=0. La Fig. 4.3
muestra la variacién de %, (gque es un ndmero real) con la
variable ys2r(l-cosm Ax), para distintos valores de 8. Se observa
que 1§,)¢1, para todo valor de m, si & » 1/2. Es decir que el
esquema resulta incondicionalmente estable para & 3 1/2. En caso
contrario, es decir para 0 ¢ 8 < 1/2, slempre decrece por
abajo del valor -1 para valores grandes de y. Esto conduce a la
restricclién



(4.40) r< 1
1-26

qgue, obviamente, se reduce a (4.11) para 8=0.

Debe tenerse en cuenta gue los andlisis efectuados se dirigen
a determinar 1la estabilidad del problema en diferencias. A ello
debe agregarse, afn, el tema de 1la estabilidad del algoritmo
particular mediante el cual se implementa la resolucién de ese
problema. Esta cuestidn es especialmente relevante en el caso de
esguemas numdricos impllcitos, gue conducen a sistemas de
ecuaciones acopladas. En general, en estos casos resultan
matrices de coeficientes del tipo banda, que pueden ser resueltas
eficientemente por el método de eliminacidén de Gauss. Las
condiciones para que este algoritmo permanezca estable puede
consultarse en la bibliografla (1).

El ejemplo anterlor muestra que pueden construlrse esguemas
implicitos incondicionalmente estables. S5i bien é&sto puede
resultar "cémodo" desde el punto de vista practico, al no tener
gue limitar el valor de At, es necesarlo reconocer que
condlclones del tlpo de la (4.40) tambien resultan necesarias
para garantizar la precisién de la solucidn numdrica. En efecto,
en el problema de difusién que se estd considerando, 1los efectos
difusivos se "slenten" (es decir, se hacen significatlivos) sobre
una distancia Ax en tiempos del orden de Ax%/v, lo cual
significa que r debe ser del orden de 1 para seguir con precisiédn
la marcha de la solucién. Esto significa que no puede elegirse un
paso temporal At demasiado distinto al que resultarla para un
esquema expllcito, 1lo cual cuestiona 1la aparente ventaja del
método impllcito, ya gque éste requiere, en general, muchas mds
operaciones por paso de tiempo.

La ventaja maniflesta de los esquemas Impllcitos sobre los
expllcitos es en problemas que involucran escalas de tiempo
dislmiles, cuando estdn activadas solo las escalas mayores. En
efecto, en esta situacién mantener 1la precisidn requiere calcular
con un paso temporal pequeflo frente a las escalas activas. En
cambio, para mantener 1la estabilldad de un esquema expllcito se
necesita restringir el pasc en relacién a las escalas menores,
aungque no estén activas. Un ejemplo cldsico es el problema de
traslacién de ondas en rlos, que se describe por medio de las
Ecuaciones de Saint Venant (7,8). En ese problema conviven
escalas rdpidas, caracterizadas por la celeridad de Lagrange
(gh)'® (g es la gravedad y h la profundidad) con escalas lentas,
caracterizadas por la velocidad del agua u. Su relacién F=u/{gh)%
es el ntmero de Froude del escurrimiento. Las ondas de inundacién
provocadas por crecidas naturales estdn asociadas a escalas
lentas. Cuando F <¢ 1, como sucede en rlos de 1llanura, las
escalas son dislmiles, y conviene utilizar un método implicito
par describirlas, de modo de no estar limitados por las escalas
rdpidas,

4.6. Estabilidad de sistemas acoplados

Las técnicas de andlisis de la estabilidad que se
introdujeron en este capltulo pueden ser extendidas sin
dificultad a sistemas de ecuaciones. Por ejemplo, sea el caso del
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hiperbelico,

que representa ondas de
amplitud:

gravedad de pequefia

(4.41) H =0

W
>
th

8‘m<=0

donde hix,t) y uix,t)

L
3t
wu
(4.42) eskaad
U

son las funclones incégnita, y g y H
constantes positivas. Su discretizacién por medico de un esgquema
explicito centrado da
ﬁm1 ﬂ“ up um
(4.43) M TR MM T U S0
At 2A%
upﬂ n n n
(4.44) 2~ U +3 _:_ﬂ‘“_"J_Lﬂ =0
At 2Ax

Para aplicar el método de von Neumann se toma

R 5 1" 'ikjﬁ.u:
(4.45) = e
w . ?f

J

Introduclende las Ecs. (4.45) en las Ecs. (4.43)-(4.44) se
obtiene
'§, nH 1 —isHsenkax |[® 1"
(4.46) = )
5, -isgsenkax 1 S2

donde s= At/ Ax. La matriz de coeficlentes de las

Ecs. (4.46) se
denomina "matriz de amplificacién" y se la denotard como G. Para
poder extender el criterio (4.3) al caso de un sistema, como el

presente, es necesario diagonalizar G, de modo de que ese
criterio pueda ser aplicado

a cada elemento de la diagonal, es
decir, de cada autovalor. Los autovalores A surgen de la
ecuacidn :

1= N ~3sH senkdx
(4.47) =0
_.:.sgseﬂcax. A=A

que conduce a los dos autovalores
(4.48) Ao = 1T is(gH)? senkax

La Ec. (4.48) muestra que || =1%|3 1, de modo que el sistema
(4.43)-(4.44) es incondiclonalmente lnestable.
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Ante esta diflcultad, Lax Introdujo un esquema alternatlvo,

gue 1lleva su nombre, y gue consiste en efectuar los siguientes
reemplazos en las Ecs. (4.43)-(4.44): hY§ —= 1/2 (hgy +hj3, ),
uj —= 1/2(uj%y  +ul, ). De esta manera se conserva el urden de

precisidén del esguema, resultande la siquiente matriz de
amplificacién:
cos kAx —is4 sen kAx
(4.49) G =
-isgsenké.ac COS kAX

cuyos autovalores son

(4.50) “yq = COs kdx T s (BH}"zsen kAx

De esta forma, se tiene que

(4.51) %1% = [4,1%= 1= (1-3%gH) sen? (kAx)

que satisface el criterio de estabilidad solo si

At

(4.52) At = 2=
(gH)"E

La Ec. (4.52), formalmente andloga a la (4.29), es la condicién
de Courant para este problema.

Una metodologla similar puede wutilizarse para analizar
esgquemas numéricos que involucran mds de dos niveles de tiempo.
Por ejemplo, el esqguema de Rlchardson para la Ec. (2.1) es

A n-1 n n n

- Uu; u_l'41 - Ql'.f}‘ -+ lﬁ-—q

u.
(4.53) < J .
24t Pt

gue es expllcito y tiene un orden de precisién 2 en el espacio y
en el tiempo (el esquema (2.2) solo tlene orden de preclisién 1 en
el tiempo). La Ec. (4.53) es una ecuaclén en diferencias de orden
2 en el tiempo, ya que involucra 3 nlueles de tiempo. Medlante el
artilugio de introducir la variable v} =u} 1, puede convertirse en
un sistema de dos ecuaciones en diferencias de primer orden:

n
(.50 uj = V4 2r (W -2 + uh)

L 7
(4.55) Vi = Ub

A partir de este punto el andlisis es como en el caso anterior.
La matriz de amplificacién es
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- 4r sen? (kaxjz) 1

(4.56) &G =
i O

cuyos autovalores son

112
(4.57) Ao = ngrse;n"-k_z_ + (1+ 41'3.53&4!‘_52_3‘1)

Entonces

(4.58)  |Kel® = '143’1'959414%* 7 4rsen?kAx (1_,.4,-?_53.1&&%; )2
' 2

La Ec. (4.58) muestra que JAz] » 1, de modo que el esquema de
Richardson es Incondicionalmente inestable. Esto suele ocurrlr
cuando se utiliza para aproximar un esquema de orden mayor que el
de la ecuacién diferencial (en este ejemplo, la ecuacidn es de
orden 1 en el tlempo, y el esquema es de orden 2). Lo gque sucede
es que aparecen componentes espurias (en este ejemplo, una) que,
s| son lnestables, terminan dominando el comportamiento de la
solucidn.

Debido a esta dificultad es que se desarrollé el esquema de
DuFort-Frankel, Ec. (2.23), que tiene el mismo orden de precisién
gue el de Richardson. Su matriz de amplificacién es

4reos kAx 1-2v
1+ 2r 1+2r
(4.59) G =
1 0

que tienen autovalores

A 2rem kax T (1- dr2sen? kax)'?
e 1+2r

(4.60)

No es diflcil demostrar que |%42]¢ 1, de modo que el esquema de
DuFort-Frankel es incondicionalmente estable, a pesar de ser
explicito.

4.7. Aproximacién de problemas inestables

Cuando el problema diferencial es inestable, el esquema
numérico que lo aproxima tambien debe serlo. En este caso el
criterio (4.3) no resulta adecuado, sino que hay que relajarlo
para permitir el crecimiento de la solucién numdrica. Si se pide
gue (3)

(4.61) IE,l < 14 O(at)
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se e3ta admitiendo la posibilidad de un crecimiento exponencial
legltimo. En efecto,

(1.62) n [ '.'iml"]_h—-:;- ntn [1+0@1)] = O (nat)

At Hijo
es decir gue
n X nAt
(4.63) |Fm|" — &
= 0d
&t fijo

ﬁunde ¥ es una constante.

Por ejemplo, para la ecuaclén

(4.64) §5=1J¥E.+Bw
ot 3x2

donde v y b son constantes posltivas, el esquema numérico

ul:ﬂ, u? F n _h "
(a.65) 9~ Wk m2Uj HUn L L
At Do 2

tlene un factor de ampliflcaclén

(4.66) §,=1-4 1;%3@2&%3, 1+ bat

que satisface la condicién (4.61) y, en consecuencia, provee una
solucién numérica estable respecto de la analltica.

4.8. Condiciones suficientes de estabilidad

Tal cual se ha hecho notar anteriormente, con las
metodologlas empleadas se obtienen condiciones necesarias de
estabilidad. Sln embargo, en el caso de ecuaclones lineales y
homogéneas, las condiciones obtenidas con el criterio de wvon
Neumann (4.61) pueden ser tamblen suficlientes. Dos de esas
sltuaclones son las siguientes:

i) cuando la ecuaclén en diferencias es de dos niveles
(orden 1) y tiene solo una variable dependiente.

i1} cuando los elementos de la matrlz de ampliflcaclén G
estdn acotados, y todos sus autovalores caen en un
clrculo interior al clrculo wunidad ( 145] < 1), con la
posible excepcién de uno que satisface (4.61).
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CAPITULO 5

ESTABILIDAD DE PROBLEMAS MAS COMPLEJOS

5.1. Problemas lineales de coeficientes variables

si bien en el capltulo anterior se introdujeron muchas
nociones generales sobre la establlidad numérica de problemas de
valores iniciales, se analizaron solo problemas lineales Yy
homogéneos con coeficientes constantes.

En el caso en que los coeflcientes son variables, es decir,
dependen de las variables independientes (x,t), los métodos de
andlisis se aplican sin modificaciones, excepto que debe tenerse
en cuenta explicitamente esa dependencia. Entonces, resultan
condiciones de estabilidad locales, es declr, dependlentes del
punto particular de la grilla de cadlculo. Por ejemplo, si en el
problema (2.1) se supone que ¥ = ¥(x) y se aplica el esquema
(2.2), con el reemplazo ¥-»v;, la condicién de estabilidad (4.4)
sigue vigente, es decir

(5.1) At < Ox°

E?j

para todo valor de j. Entonces, la condicién mds restrictiva es

(5.2) ot < o2
2 max ('-Pk}
¥k

La presencla de coeficientes variables puede introducir, a
veces, términos extras que imponen nuevas condiciones de
estabilidad. Por ejemplo, una formulacién mds general del
problema (2.1) es

) U -
(5.3) % = g;[“"f“) B_x'] , 130 , —00 <<

que puede aproximarse por el siguiente esquema expllcito centrado

n+i n

u, - u 1 . LT T T
(5.4) i = ot [Viera (Wies-07) = iy (W'~ T )]

La Ec. (5.4) puede reescribirse como

R n
(5.5) 4~ W _ (11:4'!: "-P!'.-!'z) TH i ) _
At Ax A
_(Yimz 4 Vi ( Uit - 2u] 4uf
- (i g (=2 s

-



gue no e5 MAs que una aproximacién centrada para

(5.6) M . Wdu _ 4 U
ot L w2

resultante de desarrollar la Ec. (5.3). Comparando las Ecs. (5.5)

y (4.6) se concluye que, ademds de la condicién (5.2), tambien
debe verificarse una restricclén del tipo (4.17), es decir

5.1 At < (ive +“Iju,'=)2 Ax? = [__u_z""' }
(Vjutz = Yyorlz) (vim)® )

§.2. Problemas no lineales

La no llnealidad de un problema compllca fuertemente el tema
del andlisis de la estabilidad, ya que introduce nuevas fuentes
que no es sencillo detectar. El método de von Neumann todavla
puede aplicarse, pero el andlisis debe hacerse no sobre la
ecuacién en diferencias original, sino sobre la ecuacidn para una
pequefla perturbacién introducida en 1la solucidn numérica. Esta
ecuacidn surge de la primera mediante un proceso de
lineallzacién.

Por ejemplo, una reformulacién no lineal cldsica del problema
(4.5) es

W, ™ . v 150 , —00 <x <oa
(5.8) at—i- = T ,

que puede aproximarse con el esquema (4.25), sl se hace el
reemplazo Ua-qf [y se supone que uj 3» 0). Para llneallzar esta
ecuacién en diferencias se hace el reemplazo

n n n
(5.9)  uf — U + g

Ly ]

y se supone gue € es una correcclén de primer orden a uj .
Entonces, utilizando el hecho de gque uj es solucién ée la
ecuacién en diferencias y conservando solo términos de orden 1 en
la perturbacién, se obtiene

L% n n n n n n n
(5.100 € - +s[W(g-el)+ (W-uS)e I=

n n n
=7 {€541 *52€§ 4'{§-t)

donde s= At/Ax. Nétese que la Ec. (5.10) es lineal y homogénea
en Qf, por lo cual admite los mismos tipos de tratamientos vistos
en el capltulo anterior. 8i se admite gue uj varla en forma lo
suficientemente suave como para que u; -uj?, -~ = O Ax), puede
despreciarse, en primera aproximacfﬁn, el segundo término del
corchete de la Ec. (5.10), por lo cual d4sta queda reducida a una
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forma andloga a la de la Ec. (4.26). Por lo tanto, la condicién
de estabilidad es formalmente andloga a la {4.2B), a saber

(5.11) At 5“_’5"-‘-
Fa¥ &

para tode wvalor de 3 y n. La condici®n (5.11) es de tipo local,
pero, a diferencia de la (5.1), depende de la solucién numérica.
Esto torna menos controlable su verificacidén. En el mejor de los
casos, que es cuando de alguna manera puede acotarse el wvalor de
ll? ; puede resultar globalmente demasiade restrictiva. Esto
revaloriza la utilidad de los mittodos impllicites, los cuales,
aungue siga vigente una condicién similar a la (5.11) por razones

de precisiédn, no se torman inestables.

Estd claro que el método de von Neumann no puede detectar
todas las potenciales fuentes de inestabilidades. Las que sl
identifica se denominan lnestablilidades "de tipo llneal". Pero en
problemas no lineales una fuente importante radica en la
transferencia de "energla™ de unas escalas a otra de movimiento.
En particular, cuando esta transferencia se da desde las escalas
mayores a las menores, y no existe un mecanismo eficaz de
disipacién a este nivel, se acumula energla en estas dltimas (es
decir, en las de longitud de onda 2 Ax). Esto otorga una aspecto
"ruidoso" a la soluciédn numérica, que puede estar preanunciando
la eclosién de un proceso inestable. Esto suele suceder en
problemas convectivos como el (5.8). En efecto, nétese que, en
este caso, un arménico de némero de ondas k produce, a través del
tdrmino convectivo (no lineal), una contribucidn de la forma

(5.12) ik e2ik*

que €5 un término fuente para el arménico 2k. De todos modos, en
el problema (5.8) existe un mecanismo de dislpacién
particularmente efectivo para escalas cortas, que es el término
de difusién. Claro gque, en problemas con un "ndmero de. Reynolds
de grilla"™ alto, es decir, lf? Ax/v »> 1, ese mecanismo puede
resultar insuficiente. En esta situacién puede ser necesario
agregar "viscosidad artificlial" (por ejemplo, un término difusivo
extra con un coeficiente ¥ lo suflclentemente grande como para
disipar eficientemente 1la energla de las escalas mds cortas, es
declr, v~u’ ax) o utilizar esquemas numéricos "disipativos", es
decir, aguellos gue introducen una difusién numérica
significativa (ver préximo capltulo). Por supuesto, debe actuarse
cuidadosamente de mode gue la estabilidad no se 1logre a costa de
una inaceptable pérdida de precisiédn.

El mdtodo de Hirt constituye vuna herramienta interesante para
detectar 1las fuentes de inestabilidades de tipo no lineal, ya que
no regulere wuna linealizacién previa. Sea, por ejemplo, el
sistema de ecuaciones

(5.13) %+§[F\uj =0

: Mo, vy =h
(5.14) o+ 5314%“1:10“_



que constltuyen las ecuaclones para aguas poco profundas en una
dimensién espacial (con simetrla en la segunda direccidn
espacial). Una posible discretizacién de 1la Ec. (5.13),
suponiendo que u siempre es positivo, es el siguiente esguema de
aguas arriba:

™ n nom n M
(5.15) --I B -R'J + g"_j Uj#'lz - P‘jq LLJ-I.‘Z _0
At A

Efectuando desarrollos en serie de Taylor alrededor del nodo
{(i,n) se obtiene

4
sa0 B 4 PO [ R s

Ax? 2h |, Ax? ¥h 3y | «
4.4%‘ %.F(}Lésxi)]_ [F,_,&'ac + X ﬁz"’om }]

3
x[u_éggi -5;-2%'2 Ax %4—0%@]} =0

Ahora, dlferenclando las Ecs. {5.13] y (5.14) surgen las
sigquientes relaciones:

Fho, TR who oh W,k YL _ 0O
(5.1 4w L + BN+ T TN S
¥h -ﬂ h Fu
5.18) o0 U _
N v gﬁ*ﬁ +h 2 -0
U i 1 O
5.19) 22U Fho_
R + (3 ) +3 3

de donde se concluye gque
(5.20) Fh (UZ+C?) =k -+ e
o2 oK

donde c=(gh)"%® vy, en el miembro derecho, solo se han tenido en
cuenta los términos de tipo difusivo. Operandec en la Ec. (5.16),
utilizando la Ec. (5.20) y colectando solo los términos
difusivos, se obtiene el siguiente coeficiente de viscosidad
numérica

Ay _ Atzeezy . Ax2d | A3 P _ At WY
(5.21) Afu - Sfuzes) - AT Led S 2T

La Ec. (5.21) 1indica toda una variedad de poslbllidades que
pueden generar una inestabilidad no lineal: un fuerte gradiente
(positivo) de velocidades ( 3u/ 3 x), una fuerte convexidad
(¥u/>x2< 0) del perfil de velocidades, etc. Tambien muestra, a
través del primer término, la influencia estabilizadora de la
descentralizacién de la derivada. Hirt (4) presenta resultados
del cdlculo para un problema muy similar al (5.13)-(5.14), donde
Se ponen en evidencia, prdcticamente, cada una de las
inestablilidades posibles.
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5.3. Problemas mixtos de valores iniciales y de contorno

Hasta ahora se han tratade problemas puros de valores
iniciales, es decir, no se ha analizado la influencia que, sobre
la estabilidad, pueden tener las condlclones de contorno. Estas,

de  hecho, suelen constitulrse en nuevas fuentes de
inestabilidades.
Desde el punto de vista del analisis arménico, las

condiciones de contorno pueden generar nuevos modos de oscilacidén
(en adicién a los estudiados por el método de von Neumann), gque
decaen al alejarse del contorno. La tdcnica de andlisis mds
sistemdtica, aunque engorrosa, de problemas mixtos es el método
de la energla, en cuyos detalles no se entrard, pudiédndose
consultar la bibliografla (3).

Resta mencionar que, al resolver el problema en diferencias
gque aproxima un dado problema diferencial, suele ocurrir que
deben especificarse mds condiciones de contorno que las gque
requiere el propio problema diferencial, para que la formulacién
cierre (es decir, para que haya el mismo ndmero de ecuaciones que
de incégnitas). Esas condiciones extra deben ser compatibles con
el resto de la formulacién o, al menos, producir una influencia
débil sobre 1la solucién numdrica. En caso contrario, pueden
disparar nuevas Iinestabilidades.

§.4. Problemas de valores de contorno

Los problemas puros de valores de contorno estdn asociados a
ecuaciones diferenciales ellpticas. B5Su discretizacidén directa
conduce a un sistema de ecuaciones algebraicas, eventualmente no
lineales, fuertemente acoplado. Supuesto el problema estable
desde el punto de vista analltico, la determinacitn de la
estabilidad numérica estd asociada al algoritmo utilizado para
resolver el sistema de ecuaciones algebraicas.

Cuando el sistema es lineal puede resolverse, en principio,
por métodos directos. El método directo mds eficiente es la
cldsica eliminacién de Gauss, con sus simplificaciones en el caso
de tratarse de una matriz de coeficientes de estructura banda.
Utillzando la técnica de refinamiento de 1la solucién puede
estimarse la estabilidad del proceso (1). La alternativa es
recurrir a los métodos iterativos. El1 mds utilizado es el método
de Gauss-Seidel, eventualmente con sobre-relajacién (SOR) para
aumentar su velocidad de convergencia. La estabilidad se
manifiesta a través de la convergencia del proceso iterativo.

Cuando el sistema de ecuaciones es no lineal debe recurrirse,
necesarlamente, a técnicas Iiterativas. Estas consisten, en
general, en plantear en cada iteracidn un nueve sistema lineal,
el cual debe ser resuelto de acuerdo a lo discutido mds arriba.
La técnica mds difundida es el método de Newton-Raphson. La
estabilidad se refleja, entonces, en la convergencia del proceso
iterativo.
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Un planteo alternatlvo Interesante para problemas de valores
de contorno es transformarle en un problema mixto, mediante el
agregado de algdn término con derivada temporal. Se define as! un
problema seudo-evolucionario que puede resolverse de acuerdo a
las técnicas desarrolladas para problemas de valores iniciales, y
cuya establlldad puede analizarse por los métodos discutidos. Ne
estando Interesados en los resultados Intermedlos sino en la
solucién asintdética 1luego de muchos pasos de cdlculo, el valor
de At solo necesita ser restringido por razones de estabilidad
(y no de precisién). En rigor, este método representa una manera
de plantear técnicas iterativas, con una -estimacidn inicial
interpretada como condicidn inicial del problema
seudo-evolucionario. Solo que, al Iinterpretar el proceso
iterativo como un procesc flsico real, puede aprovecharse el
conocimiento flsico del problema para plantear procedimientos de
cdlculo mds eficientes.
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CAPITULO 6

PRECISION DE UNA SOLUCION NUMERICA

6.1. Definicién de precisién

La preclislén de una solucidn numdrica ug estd medida por su
diferencia con la solucién analltica wu(x; ,t"™ ) para cada nodo
{j,n} de 1la grilla de discretizacidn. Estd claro que esta
diferencia incluye tanto el error de truncamiente, Ec. (2.16),
como los de redondeo. Como se vio en el capltule 2, 1la
consistencia y estabilidad de un esguema numérico garantizan gque
8505 errores estdn controlados. Sin embargo, controlar la
precisién significa avanzar un paso mds y cuantificar esa
diferencia.

En rigor, en un problema estable estimar la precislén
signlfica cuantificar el error de truncamiente, ya que los
errores de redondeo no solo dan, en general, una contribuclén
mucho menor, sino tambien que esa contribucién tiene un cardcter
estocdstico.

6.2. Difusién y dispersidn numdricas

Dado que 1la preclsién estd Intimamente relacionada con el
error de truncamlento, se puede Inferlr bastante acerca de
aguella s! se anallza el error de discretizacién. Para problemas
de valores iniciales, este error puede expresarse solo en
términos de derivadas espaciales, tal cual se vio en las
secclones 2.3 y 4.4. Entonces, la ecuaclén modificada que
satisface la solucién numérica es de la forma

=2t
. "
(6.1) LW + Z pim = =0

m=1

donde uf {u) simboliza la ecuacién diferencial original, y los
coeflclentes M dependen, al menos, de 1los pasos de
discretizacién. La serie de 1la Bc. (6.1) (formalmente andloga al
error de discretizacién) puede descomponerse en una serie para
las derivadas de orden par y otra para las de orden lmpar. En
problemas de valores iniciales de orden 1 en el tiempo, es decir,
aguellos para los cuales el operador of s0lo contiene como
derivada temporal a /% t, la serie par representa términos de
difusién, mientras que la impar estd ligada a fenbmenos de
dispersién. Como el origen de estos téminos es puramente
numérico, se denominan difusién y dispersidn numéricas.

En tédrminos flsicos, el fendmeno de difusitin es un proceso
particular de atenuvacién, tanto mds intense cuanto menor es la
escala de movimlento. La dlspersidén, por su parte, significa que
distintas escalas de movimiento estdn asociadas a velocidades de
traslaclén diferentes. Para poner en evidencia estos efectos se
los analizard separadamente del problema original, por lo cual se
tomard o (u) = Ddu/dt. Ademds, se considerard la siguiente

pscilacidn armbnica:
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donde B =3+ i A depende de k, siendo w la frecuencia angular y
A un coeficlente de atenuacldn. Entonces, se tiene gue
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Introduclendo las Ecs. (6.3)-(6.5) en la Ec. (6.1) se obtlene

4 .
(6.6) A = :/;1(—1)? k2t pMap
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La Ec. (6.6) da directamente el coeflclente de atenuacién
numdrica para cada nlmero de ondas k. 8i A(k) < 0 se dice gque el
esquema es dislpativo para ese nlmero de ondas. En cambio, si
A(k) > 0 para algdn valor de k, pueden dispararse
inestabllidades. El caso de transicién A(k)=0 corresponde a un
esquema neutro o conservativo. 81 blen esta dltima situacidn
puede ser deseable desde el punto de vista de la preclsién, no
slempre es adecuada por ser sole marglnalmente estable. Tal cual
se discutlid anteriormente, ésto es particularmente crltico en
problemas no lineales, para los cuales la difusién numérica puede
constituir un mecanismo eficaz de disipacién de la energla de las
escalas de movimiento menores resolubles.

La Ec. (6.7) expresa una velocidad de fase, que debe
interpretarse como la perturbacidn que el esquema numérico
introduce en 1la velocldad de fase correspondiente a la soluclén
analltica. Entonces, si c(k) > 0 la perturbacién apuntard en la
direccidn de las x positivas, y viceversa, 1lo cual puede producir
un atraso o un adelanto relativo de 1la solucidn numérica,
dependiendo de hacia donde se mueve la oscilacién correspondiente
a la solucién analltica.

Para estimar los valores de A(k) y c(k), y asl cuantificar la
precisién, debe tenerse en cuenta gue, en general, interesan mads
los movimlenots de mayor escala (k pequefios). Entonces, pueden
conslderarse solo los primeros términos no nules de las series de
las Ecs. (6.6) y (6.7). 81 ds5tos son directamente los primeros de
cada serle, se tiene que

(6.8) As k2u,
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Nétese que A y c representan, respectivamente, la atenuacién
y el desplazamiento relativos de la solucién numérica respecto de
la analltica, por unidad de tiempo. Entonces, el grado de
precisién no solo dependerd de las caracteristicas propias del
esquema numérico, sino tambien del intervalo de tiempo sobre el
cual quiere calcularse la solucién.

6.3. Factor de propagacidn

Una alternativa a analizar el error de discretizacién
consiste en comparar las soluciones analltica y numérica exacta
para un caso simplificado. Por ejemplo, sea la ecuacién
hiperbdlica

(6.10) M L UM _0O
>t e

aproximada por el siquiente esquema explicito de aguas arriba:
up -u; TR
6. B 7Y Lp Yo% o
At fa%. 4

La oscilaclén (6.2) es solucién de la Ec. (6.10) siempre que
(6.12) P= kU
o, dado que)ﬁ =w+ 1 A,

(6.13) = U

@
ke
(6.14) A =0

La Ec. (6.13) expresa que la velocidad de fase de la oscilacién
coincide con la velocidad de conveccién U, mientras que la Ec.
(6.14) muestra que la oscilacién es neutra. Esta solucibn se
denomina onda apalltica.

Ahora, 5i se impone gque una oscilacién similar, pero
eventualmente con distinto valor de B (p'), es solucién exacta de
la Ec. (6.11), se obtliene

(6.15) e**P'ﬁt = 4-1::(1-@‘:&1)-%1:52.&:&1

donde p=UAt/Ax. De la Ec. (6.15) surge que

(6.16) m',LmﬂB[ P senkax ]_.L'a ["3&"&&
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6.0 A= o [ 1+ 2 (p-1) (1~ coskaxs |

Esta oscllaclén se denomina onda numérica. Nétese que si p=1, las
Ecs. (6.16) y (6.17) se reducen, respectivamente, a w'=w Y
A'=0=A, es decir que las ondas analltica y numérica coinciden (en
efecto, la Ec. (6.11) darla, en este caso, ul'=u, lo cual es
exacto ya que expresa la conservacién del valor de u a lo largo
de las curvas caracterlsticas). En cambio, si p < 1 (consistente
con la condicién de estabilidad p ¢ 1) la Ec. (6.17) muestra que
A'<0, es decir, la onda numérica se atenta, mientras que la Ec.
(6.15) indica gue w'<w, es decir, la onda numérica se retrasa.

Una forma prdctica de expresar estas relaciones consiste en
utilizar el factor de propagacién T (9), definido como la
relacién entre las ondas numérica y analltica luego de un
intervalo de tlempo lgual al perlodo de la onda analltica, es
decir

3 (kex~ p't) Car
(618 TE[ e‘mq -I-.}l - e B PP
e Y e

El médulo del factor de propagacién da una medida del decaimiento
de la amplitud de la onda numérica debido exclusivamente al
esquema numérico (atenuacién o difusidn numérica), mientras que
el argumento del factor de propagacién es una medida del
desfasaje que provoca el esquema numérico (dispersién numédrica).

Es comin representar el mddulo y el arqumento de T no
directamemnte en funcién de k, sino en términos del nimero N de
nodos computacionales necesarlo para representar la longitud de
onda asoclada (2W/k), es declr, N=2¥/kAx. La Fig. 6.1 muestra
una presentacién tlpica para el caso del esquema de Preissman
aplicado a una forma simplificada de las Ecuaciones de Salnt
Venant (10). Alll, ademds del argumento de T, figura un eje con
la relacién entre las velocidades de fase de las ondas numérica
{cn) y analltica (c,), dada por

(6.19) Sn = 4 4 _ 391
Ca I signo (W)

Los pardmetros Cr, 8, Fr y § caracterizan el problema (asl como
p es el pardmetro del ejemplo de mds arriba).

Obviamente, la evaluacién del factor de propagacién puede

complicarse fuertemente en problemas complejos, por lo cual su
utilidad es, en este sentido, limitada.
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CAso DATOS PROCESO/PRECISION RESULTADOS
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R - R = errores por propagacién de errores inherentes
II I

R - R = errores por truncamlento
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R - R = errores por Introducclén de redondeo
IV I

Figura 1.1. Errores presentes en un proceso de cdlculo.
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Fig. 1.2. Gréficos del srrer tolal [por fruncomlente y por redondec) al Integrar sen x
en 8l intervols de 0 o 7 medionts la regla fropecial y madiants la regla de Simpsen.
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FIGURA 2.1 Representacidén de las soluciones analitica y numérica.
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Figura 4.1. Manifestacibtn de la inestabilidad numérica
para el problema (2.1) cuando r=5/9 (>1/2).
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FIGURA &2 Criterio de Courant para la estabilidad de una
ecuacion en diferencias.

1 |
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FIGURA 43  Factor de amplificacién para el esquema implicito
(4.38), L=2r.
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