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RESUMEN

Se presenta y analiza un método numérico para resolver
las ecuaciones para un flujo cuasi-bidimensional a superficie
libre, valido tanto para régimen permanente como impermanente.
Se muestran y discuten los resultados de las pruebas, los ensayos
numéricos y las aplicaciones. Se describe la implementacion
del método en el programa computacional HIDROBTID II.

DESERIPTORES

Tematicos: Flujos cuasi-bidimensionales, E~<uaciones de Saint
Venant, modelacidén matematica.
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INTRODUCCION

La disponibilidad de computadoras de creciente capacidad
y rapidez, ha tornado posible y atractiva la simulacién
numérica de flujos bidimensionales en el espacio, incluso
en régimen impermanente. En este informe, se presenta vy
analiza una técnica de cdlculo para la simulacién de flujos
cuasi-bidimensionales e impermanentes a superficie libre.
También se describe su implementacidén en un programa computa-
cional.

En particular, el estudio se centra en flujos que
se desarrollan sobre una extensién limitada (se desprecian
la fuerza de Coriolis y la accidn del viento), Yy gue alcanzan
un régimen permanente.

El informe comienza con una formulacidén detallada
de las ecuaciones de movimiento y wun estudio concienzudo
de los distintos tipos de ondas posibles de acuerdo a esas

ecuaciones.



CAPITULO 1

ECUACIONES DE GOBIERNOQ

1.1.- Modelo Tebrico y Ecuaciones Integradas

El conjunto de hipétesis que definen el modelo
tebrico para un flujo cuasi-bidimensional a superficie
libre, puede ser estructurado en tres categorias, de
acuerdo a como restringen cada uno de los siguientes
factores: fuerzas actuantes, geoﬁetria del cuenco y condi-
ciones del flujo. Las hipbtesis pueden exvresarse, entonces,

de la siguiente manera:

(1) Fuerzas Actuantes:
(a) Las fuerzas motrices son la gravedad, la
fuerza de inercia debida a 1la rotacién
de la tierra iCarinlis) y las fuerzas

superficiales debidas a la accién del

viento.
(b) La resistencia al movimiento proveniente
de. la “fricecion" «contra <1 fondo y de

la generacién de turbulencia por efecto
de esa friccibn, puede ser expresada usan-
do una ley similar a la del escurrimiento

permanente unidimensional (Iey dce Chezy).

(ii) Geometria del Cuenco:

(a) La forma del fondo es arbitraria, pero
no cambia con el tiempo y no presenta

variaciones bruscas.



(b) La pendiente del fondo es peqgueia.
iii) Condiciones del flujo:

(a) El1 flujo es cuasi-bidimensional; es decir,
es esencialmente bidireccional y la veloci-
dad es practicamente uniforme en la direc-
cidén normal a la superficie del escurri-
miento.

(b) La componente de 1la aceleracién normal
al escurrimiento es despreciable (frente
a la aceleracidén de la gravedad). Alternati-
vamente, esta hipbtesis puede expresarse
como gque la curvatura y divergencia de
las lineas de corriente en planos normales
a la superficie del escurrimiento son
pequenas. Como consecuennia,ia distribucidn

Ge presiones es hidrostatica.

Puede demostrarse que 1las hipbtesis agrupadas en
(iii) resultan condiciones necesarias, si se supone gque la
escala de longitudes a lo largo de 1la superficie del escurri-
miento (tipicamente, una longitud de onda) es mucho mayor
que la profundidad [1]. Es por eso que se habla de ondas

en aguas poco profundas.

Las ecuaéiones diferenciales que gobiernanel movimien-
to de un fluido (newtoniano) son las conocidas Ecuacio-
nes de Navier-Stokes (en tres dimensiones espaciales)
[2]. BEn £lujos turbulentos, es conveniente e AT
los movimientos en escala turbulenta; &ste procedimiento
conduce a las Ecuaciones de Reynolds [3]. Las ecuaciones

para flujo cuasi-bidimensional se obtienen por integracion
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del fondo.

(1.4)

donde El sl o

de las Ecuaciones de Reynolds sobre 1la

profundidad 1local
h, v wutilizando 1las

hipbtesis del modelo
U,V yWwW (Wl |ul, vl

velocidad (media en el

tedrico. Si
son las componentes del vector
sentido de Reynolds),

se definen
las velocidades medias sobre la profundidad como

2z h
(5.1) . = _1 U dz
ok
ik
(1.2) v = J Vdz
hJz,

donde . Z es la coordenada vertical, Y 70 la cota (local)

En términos de estas velocidades, las ecuaciones

para flujo cuasi-bidimensional son [4]
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horizontal, £ el paradmetro geotrdfico (f = 2w sen £,
w = frecuencia angular de la rotacién terrestre, £ -
latitud geografica), g la aceleracidén de 1la gravedad,
$1a densidad,T} yT@,las componentes de la tensidn de corte
contra el fondo, Tsx v Tgy las componenfes de la tensidn de
corte contra la supefficie libre (viento) y Tz, Tyv ¥ Txy
las tensiones efectivas, definidas por:
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donde V es la viscosidad cinematica y u' y v' las componen-
tes de las fluctuaciones turbulentas de 1la velocidad

en las direcciones x e y, respectivamente.

De acuerdo a las hip6tesis, las tensiones de corte con

tra el fondo pueden expresarse como

(1.9) ’t‘:Fx' = J:) _8_2 u‘(u'z_{_u—z)”?
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donde C es :el coeficiente de Chezy. Las tensiones de

corte por accién del viento son datos a proveerse. ”Els'gw
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sistema de ecuaciones {(1.3)-(1.5) para las incégnitas
h, u y v alin no estd cerrado, dado que se necesitan expresio
nes para las tensiones efectivas. Este problema se discute

en la seccidn siguiente.

1.2.- Tensiones Efectivas

Las Ecs. (1.6)-(1.8) muestran que existen tres contri-
buciones, cualitativamente distintas, a las tensiones efect |
vas. En primer lugar se encuentran las tensiones viscosas.
A altos nlmeros de Reynolds su contribucidn total puede,
en dgeneral, despreciarse frente a 1la de 1las segundas.
Estas son las tensiones turbulentas, que dependen de
la estructura de la turbulencia. En flujos cuasi-bidimensio-
nales 1la turbulencia presenta una estructura un tanto
particular. En efecto, mientras las escalas mas pequenas
presentan las caracteristicas tipicas de la turbulencia
clasica (tales como tridimensiconalidad, isotropia en
las menores escalas de movimiento, cascada de energia
de las mayores a las menores escalas, etc.), las escalas
mds grandes estan limitadas por la profundidad relativamente
pequefla del .flujo. Seria interesante investigar si estas
escalas presentan una estructura similar a la de la "turbu-

lencia bidimensional® [51.

Es posible distinguir entre la turbulencia generada
por el fondo y 1la producida por las costas. La primera
estd presente en todos 1los puntos del flugo, es deciv,
esta totalmente desarrollada. Ademds, las escalas mayores

de movimiento son del orden de la profundidad; en conse-



cuencia, es una turbulencia tipicamente tridimensional.
Su efecto sobre el flujo medio se manifiesta, en general,
como una resistencia efectiva, al absorber energia de
ese flujo medio a través de las escalas mas grandes.
En la practica esa resistencia efectiva estd incluida
en el término de 1la tensidn de corte contra el fondo.
La turbulencia producida por las costas, en cambio, est&
compuesta por un rango de escalas de movimiento desde
las mas pequefias hasta las gque superan largamente a la
profundidad. Estas Gltimas estdn asociadas, entonces,
a movimientos cuasi-bidimensionales. ¥n principio, esta
turbulencia estd confinada a capas 1limites adyacentes
a los contornos. No obstante, factores tales como una
variacidn brusca en la alineacién del contorno, pueden
producir un desprendimiento de la capa limite y la formacién
de wuna =zona de recirculacidén. En estas situaciones es
imprescindible considerar explicitamente el efecto de
las tensiones turbulentas. Para ello es necesario "modelar-
las", es decir, desarrollar expresiones o ecuaciones
que las relacionen con las variables u, v y/o h. Existen
una variedad de modelos de turbulencia, desarrollados
para la turbulencia tridimensional . Algunos de ellos
han sido wutilizados, c¢on resultadcs promisorios, para
simular ' la turbulencia cuasi-bidimensional [6]. E1 modelo
mas simple Coﬁsiste en expresar a las tensiones turbulentas

C.‘O]TIO

b Eafp\-’ %.‘f{'?\ » = <
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donde T, es la viscosidad (cinemdtica) de torbellino, supuesta
constante y conocida.

La tecera contribucién a 1las tensiones efectivas
son las denominadas tensiones convectivas, que resultan
de la integracidn sobre 1la profundidad de los té&rminos
convectivos tridimensionales. No&tese que estas tensiones
se anularian si la distribucidn de velocidades fuera efectiva-
mente uniforme a lo largo de la vertical. Ellas estan aso-
ciadas al conocido efecto de dispersién de contaminantes,
que ocurre incluso en flujos cuasi-unidimensionales [ﬂ.
También son las responsables del corrimiento hacia afuera
de la posicidén del punto de méxima velocidad, en el caso
del escurrimiento en canales curvos [&] . Las tensiones
convectivas Jjuegan, ademds, un importante rol en flujos
recirculantes; en efecto, ellas extraen energia del flujo,
dejaﬁdo a las tensiones turbulentas como {nico mecanismo
de transferencia de energia al flujo recirculante [47] .
Dejando de lado el efecto de dispersién de contaminantes,
las tensiones convectivas son relevantes, en general, en
el caso en que el radio de curvatura de las lineas de corrien-
te es comparable a 1la profundidad. Solo ha habido unos

pocos intentos de modelar esta parte de las tensiones efecti-

vas [4].

1.3.- Condiciones Iniciales y de Contorno

Siendo 1las Ecs. (1.3)-(1.5) de primer orden en el
tiempo, es necesario especificar inicialmente las distribucio-
nes de h,u y v.

En el caso en que las tensiones efectivas pueden



despreciarse, el sistema de ecuaciones es hiperbdlico. La

aplicacidén del método de las caracteristicas muestra
entonces que debe especificarse el siguiente nimero
de condicoines de contorno, de acuerdo al tipo de contorno

y al régimen de flujo normal al contorno [9]:

Contorno entrante-flujo subcritico: 2
Contorno entrante-flujo supercritico: 3
Contorno costa (flujo subcritico): 1
Contorno saliente-flujo subcritico: 1

Contorno saliente-flujo supercritico: 0

En flujo subcritico, en general, se especifican
u y v en el contorno entrante v h en el saliente. Sobre
el contorno costa se pide que la componente normal de
la velocidad sea nula. Notese que, éntonces, resulta
una condicidn de libre deslizamiento sobre el contorno,
compatible con 1la ausencia de tensiones de corte. Fi-
sicamente, ésto significa despreciar el espesor de la

capa limite.

Si se producen zonas de recirculacidn del flujo,
donde las tensiones efectivas se hacen significativas,
el caracter de las ecuaciones puede cambiar leocalmente.
Por ejemplo, utilizando el modelo de turbulencia definido
por las Ees. (1.11) - (1.12), el sistema se vuelve elipti-
co. En este caso, es necesario especificar ambas componen-

tes de la velocidad sobre los contorncs.



CAPITULO 2

CARACTERIZACION DE LOS DISTINTOS
TIPOS DE ONDAS

2.1.= Introduccion

El objetivo de un estudio ingenieril no consiste
solo en predecir cuant@tativamente un fendmeno, sino
también en comprenderlo. El andlisis general del fendmeno
de probagacién de ondas bidimensionales en aguas poco
profundas es muy complejo vy, hasta el presente, insoluble,

por lo cual es necesario introducir simplificaciones.

En primer lugar, no se considerardn las contribucio-
nes de. la fuerza de Ceriolis (£ = 0]; del wviento
( Tee= Coy = 0]
solo estos efectos son despreciables en muchas situaciones
practicas, sino que tampoco contribuyen a definir el
aspecto dominante del fendmeno: su caracter ondulatorio.
El sistema de Ecs. (1.3)-(1.5) puede simplificarse entonces

a

Oh . Dl > :
(2. 1) — -+ &R“L\n) - %j\j (U‘?\) = O
2.2) D LB Ll oD (A G weRe
(2.2) F ?J_KJ,_\T_W +%&( +%Eo) b L 3 =0

3y HON ) WL AT, oY G R
e -_.‘eytJ“ o _@4_%33(%%0)4» o2 'p .

donde se han utilizado las Ecs. (1.9)-(1.10). El1 sistema



de Ecs. (2.1)—(2.3) admite como solucidén un flujo uniforme
caracterizado por B = ho = €enst., ©& = kMg = const.,
o = W = const., siempre que se verifigue gque

(2.4)

(2.5) % _ Yo (u;i“uo‘")

es decir, que la pendiente del fondo sea constante.
Suponiendo gque ésFe es el caso, puede considerarse ahora
la presencia de una pequefla perturbacidn superpuesta
sobre ese flujo de base uniforme. Es decir, se puede

tomar

2oy Bihia de

(2.7) W= Ug + Uy
(2.8) Nz Ng 8

donde |h, |« \h,k; l&1l,lﬁ]|¢<(ug+U52“% Introduciendo las Ecs.
(2.6)=12.8) en las Ecs. (2.1)-(2.3.), vy despreciando
términos de orden superior al primero en las perturbaciones

se obtiene

: >R h ) U s o5
(9.5 e TR .l O e Vo [ DM S . O
3t i hxh+ Ey e ( o ﬁﬁ 5

(2.1058 2% 4 u, %4.05”@%6}14,1%& ,M,)uruo& iN=C
>t ¥ -

E T 5

5.1
: : ot ™k

0 W g PR (G456 -0 b )= O

?} bj fo
donde se han utilizado las Ecs. (2.4)-(2.5), se ha supuesto
un coeficiente de Chezy constante, ¥y

10
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(2.12) e (U 41352)"
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& o
(Faaapel po e
Us +Ng 2
(2.14) e 145
U.:,.:Jr R‘)_-o«
(2.15] 5w el
UG 4+ Np=
Las Ecs. (22 9)i=il2 . 10) constituyen el punto de

partida para el analisis del fendémeno ondulatorio en

flujos cuasi-bidimensionales.

2.2.—- Soluciones al Problema Lineal

Se consideraran ondas planas , caracterizadas

por su frecuencia y la orientacidn de su direccidn de
propagacién. Sea

T O e

(2.3._7) LL]=Tl e Ry
(218 07 & eﬁ({?ﬁf_--{—hzj—}-?t)

donde k{ Yy k; son las componentes seglin X e y, respectiva-
mente, del wvector nimero de ondas; ﬁ: es un "coeficiente
de propagacidén", en general complejo, que engloba a
la frecuencia angular de oscilacidn (su parte real)
y al :coeficiente de atenuacidn (su parte imaginaria);

11



f;q .8 ison las amplitudes complejas iniciales; i

namero imaginario que representa a V¥ — 1. La
propagacidén queda caracterizada por el &ngulo

el vector nGmero de ondas con el eje x, definido

(2.19) B = arctg (k,/k, )

Introduciendo las Ecs. (2L 16) en las

es

el

direccidn de

¥ gue forma

por

(2R S e=(e0 2l

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

en forma matricial

itk kyho Raho

~—

(2 .'20) Eghl% % f&+%e,uo-+kz%—i{€q 2= ‘1"{;3?3
G
Rag+IR % =1k f%-Lh1uc-¥b2§oﬂin2
o

-

P

escrito

s

\

s

Este es un sistema 1lineal y homogéneo de ecuaciones

algebraicas. Las soluciones no triviales son las que anulan

el determinante de la matriz de coeficientes.

Esto provee

una ecuacidn compleja gque, tras algunas transformaciones

algebraicas, se escribe como

3 L - s ! s e
(2.21) ST ( ‘S‘EEQ+ = >
[QE@ -1 (1+ sen?e)] 1 e
Sh
donde
(2:22) BT = /9’+']R4uo+“382!5‘5

; 2
(2.23) TE - (uéz*% )”2

12



(2.24) S = ka”
I,

(2.25) = (hﬁi—kf)wg

: D22, [ DZ\2 TR Tetiiee
(2.26) e = =)+ (= = e

Notese que F, es el nlmero de Froude del flujo de

base e 1, la pendiente del fondo; el pardmetro € es un
nimero de ondas adimensional. El &ngulo 6 = I - % , donde
l'es el a&angulo entre la direccidn de propagacién del flujo
y el eje x, es la direccién de la onda relativa a la del
flujo, que es el Gnico parametro de orientacidn significativo

fisicamente.

Para dados valores de F,, S y © , 1la Ec. (2.21)
provee tres soluciones para w, que corresponden a tres
tipos distintos de ondas. N&tese que lo gue se fija son
las condiciones del flujo de base y la longitud de onda
y orientacidén de la onda. Por otro 1lado, 1lo que se calcu-
la son la frecuencia (o, equivalentemente, la velocidad de fa-
se) y el coeficiente de atenuacidn de cada una de las tres
ondas posibles en esas condiciones. Pueden obtenerse solucio-
nes explicitas de la Ec. (2.21) para dos casos particulares
importantes. Cuando la onda se propaga paralelamente al
flujo, es decir, cuando 8 = 0, la Ec. (2.21) se reduce a
=0

27 WS w2 e 2 b =k 2
SR R NIRRT

0_1|-=-
aTl

Es facil verificar que

(2-28) BT =_-1
._ =

STl

143



es solucidn de la Ec. (2.27). Factorizando el monomio (Myﬂqﬂé)

en esta ecuacidn, se llega a

(2.29) M2_12 m - (14 N =0
S =

(=}

La Ec. (3.29) es 1la que se obtiene a patir de un

analisis unidimensional (10). Sus soluciones

i 6 1 12
2.30) o =t : oh St PR )
( A SE ( = e
(2.31) WR= 1! "L' (,] +_L _.'1 iz
Sk S QZEF

corresponden a las "clasicas" ondas de avance y de retroceso
(respecto del flujo de base), respectivamente, en escurrimien-

tos unidimensionales.

Por otro lado, cuando la onda se propaga normalmente

al flujo (€=T/2), la Ec. (2.21) se simplifica a

--3_‘8 2_ . 2 ’.UJ“ :[/._2__.=O
(2.32) W 1_(5%.&5 (1+ﬁg> = ==
Una solucidn a la Ec. (2.32) es

=

(2:33) A = 0
S

gque reduee la Ee. (2.32) a
(2.3m) = by O

St

cuyas soluciones son

2 1 12
(2.35) MG = o (1_w)
oSk A4S

14
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En la proxima seccidn se estudian las caracteristicas

de las soluciones obtenidas.

2.3.- Caracterizacidn Cinematica de las Ondas
Escribiendo
(2.37) (:3: L@k A

donde w es la frecuencia angular de oscilacidn y A un coefi -
ciente de atenuacidn, se tiene gque la fase de 1las ondas

hl,U4,ﬁ; pueden expresarse, de acuerdo a las Ecs. (2.16)-

(2.18), como

(2.38) g - k, x + k, y -wt + const.

Los planos de fase constante, es decir, los frentes
de ondas, se propagan, entonces, con una velocidad cuyas com-
ponentes S dx/dt vy C2 = dy/dt estan relacionadas con

la frecuencia y el nGmero de ondas por medio de la expresién
(2.39) 0=k, c, +k c -

obtenida diferenciando i e (23 38). Entonces, de las

Ecs. (2+37) v (2.39) surge que

_{2'40) F"Ifk"uﬂ +k2ﬁ(_3 =0 [E l.':-‘-1—‘U\-c)+k’2 ch—ﬁa)]-l*ﬂlA

15



Pero el té&rmino entre corchetes en 1la Ec. (2.40) no es
mis que el produclo escalar entre el vect r nimero de onda

la celeridad de la onda (es decir, la velocidad_de la onda
relativa al flujo). Como estos vectores son paralelos por

definicidn, la Ec. (2.40) se reduce a
(2.41) /3+b1uo L RAT - e bk

- 2 : iz e
dotide Ce=f[l(Cr-toY t (G- Na) ] 2 S htroduc endn 1a BHe. (2.41)

en la Ec. (2.22) se obtiene

< A
(2473 el + 1y

(gho)'®

Ahora pueden empezarse a Iinterpretar las soluciones

obtenidas en 1la seccidn anterior. En el caso €8 = 0, la
Ec. (2.28) corresponde a una onda con
(2.43) Ce =0

(2.44) N )l

La Ec. (2.43) muestra que 1la onda es estacjionaria

respecto del flujo (de alli el simbolo E para denotarla),

es decir, se propaga con el fluido. Por su parte, de la

Bes (2.44) surge gque la onda se atenlia, excepto cuando
la longitud de onda es muy corta ( S >»» 1). Las restantes
soluciones, Ecs. (2.30) v {231} ; corresponden a ondas

con celeridad no nula gque pueden atenuarse o amplificarse
{101 . En el caso limite de longitudes de onda cortas se obtiene,

respectivamente, que Ce¢—> jj(%?b)”z y A-> 0 ; es decir, que
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la primera avanza (usando, entonces, el simbolo A) y la
segunda retrocede (simbolo R) respecto del flujo con la
conocida celeridad de las ondas gravitatorias largas, vy
ninguna de las dos se atenGia. En el caso limite opuesto
de longitudes de onda largas ( § << 1 ), 1la onda de avance
se propaga con la celeridad de 1la onda cinemdtica, GC¢ =
:=ku§4—ﬁézfm/‘2, y no se atenfila , mientras que la de retroceso
tiende a estacionarse ( ¢.— 0) y a atenuarse msi instantanea-

mente (A—> 0 ).

En el caso €=T/2 , la Ec. (2.33) corresponde a la
onda estacionaria que, ahora, se atenlia con un coeficiente
igual al doble del dado en la Ec. (2.44). La distincién
entre onda de avance y de retroceso es ahora solo formal,
ya que ambas se propagan normalmente al flujo. En rigor,
las Ecs. (2.35) y (2.36) muestran que ellas se desplazan

: 1
con celeridad C¢-=[L1—4/4€2E?)(%%0)J42 en ambos sentidos solo

para S 7 1 ﬁ2% . En este caso el coeficiente de atenuacién

para ambas ondas vale 1la mitad del wvalor dado en la
/2

FEc. (2.44). Notese que Cr—» (gho) / v A —% ) para &

- 00 (longitudes de onda muy cortas), lo mismo que para el
caso 8 = 0. Para longitudes de onda menores que la "de corte”,

es decir,5<1/2 Fo, las ondas permanecen estacionarias (Ce= 0),

pero se atenlian a ritmos distintos:
B (e 2 oz
(2.45) A= BN [1 3 (1- 4s3%2) 1
| Sv L

En particular, para S-=—0 1la onda "de avance" no se atenia,

mientras que la "de retroceso" se atenia casi instantaneamente
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2.4.- Estructura de las Ondas

Resulta sumamente interesante adentrarse en el anali-
sis de la estructura de estas ondas, utilizando la informacidn
provista por las BEecs. (2.20). Si, sin pérdida alguna de

generalidad, se toma V3= 0, estas ecuaciones pueden reescri-

birse , en forma adimensional, como
_"\ A A
(2.46) W + & & o L = )
: A A
(2.47) (eme+l> E 4+ (wr- i__%_) O
S SE W S
A 9 s
(2.48) sens T +(w- —=3)S5 =0

St

A

donde %:g /Ro,’ﬁ:ﬂ/[gﬂc)”z , C= S/ (8?19)”2. Téngase en cuenta que,
para las soluciones no triviales, 1las Ecs. (2.46)-(2.48)
forman un sistema linealmente dependiente. M&s precisamente,
una de las ecuaciones darad siempre informacidn superflua.
Esto significa que s6lo podran calcularse las relaciones

entre las amplitudes complejas.

Se estudiara primero el <caso & = 0. Reemplazando
la Ec. (2.28) para la onda estacionaria en las Ecs. (2.46)-
(2.48) se obtiene, respectivamente,

= AN

" n
(2.49) 1 § +'T]=O

S

oll

)l - oo

0

(2.51) G e 0D
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Lo’ BEee (2.51) es, obviamente, superflua. Es facil
verificar que las Ecs. (2.49) ¥ (2.5D) son linealmente
indep%ndientes. Entonces, la solucidn es E;: q = , mientras
gue é puede tomar valores arbitrarios (aungque pequenos).
Esto significa que la fnica onda existente es Uy , es decir,
una oscilacién transversal al flujo. Esta puede visualizarse
en la Fig. 2.1 (a), donde se muestra un corte en blogue
del escurrimiento, y se identifican "particulas" de fluido
en forma de laminas perpendiculares a la direccidn de propaga-
cién de la onda (que coincide con 1la del flujo). Notese
gque, para cada particula, la peturbacién en la velocidad
es la misma a lo largo de toda su extensidén. Es obvio
que esta oscilacién puede realizarse sin perturbar la altura
de la particula (es decir, con “% = 0), y que debe atenuarse
por la accién de la friccidn contra el fondo (nbtese que

se ha considerado como 1inexistente a la friccidn entre

particulas), solo contrarrestada por la inercia. /

Las soluciones para las ondas de avance y de retroceso,
Ecs, (2.30) y (2.31), cuando se reemplazan en las Ecs.

(2.46)-(2.48), dan el siguiente sistema

=
A

(2.52) [:—;%} : (1+i€,__; 2)”2] % = o
3 5 1 =zl >
T R

(2.54) [1rF.—(1+‘é§-—-d '}1{2] -5

(2.53)

La Ec. (2.54) muestra que § = 0, es decir, no existe

una oscilacidn transversal. Por otra parte, puede verificarse
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<t

que las Ecs. (2.52) y (2.53) son linealmente dependientes;
es decir, una de ellas es superflua. De la primera de ellas

surge que

(2.55) K24=

[l

VﬂA_3>

— --_..F:l__. + % i ’l . “2
=t {1+ L _%,,_,F;,)

aTl

Estas ondas estdn compuestas, entonces, por oscilaciones
longitudinales de la velocidad, las cuales producen oscilacio-
nes en la altura. Esto se ilustra en la Fig. 2.1.(b). Nb&tese
que, ahora, la perturbacién en 1la velocidad es distinta
en ambas caras de cada particula. Estas ondas estan afec-
tadas por todos los mecanismos dindmicos: inercia, gradiente
de presiones, friccidn y peso efectivo. Men&ndez y Norscini

[11lhan realizado un andlisis detallado de su estructura.

Es interesante observar que 1la onda estacionaria,
por un 1lado, y 1las de avance y retroceso, por el otro,
estan totalmente desacopladas entre i. En un analisis
unidimensional aparecen, entonces, solo las dos Gltimas, ya

gque no se consideran oscilaciones transversales de la veloci-

dad.

En el caso ©=M/2, reemplazando la solucidén para la
onda estacionaria, Ec. (2=33); en Jlas. EFcs. (2.46)-(2.48)

se obtiene

(2.56) 1,_9__% ERE
S%
(2.57) L
S
(2.58) % ol % = )
8%
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N
La Ec. (2.57) muestra que < = 0. De cualquiera de

N
las dos ecuaciones restantes surge, entonces, que =0 .
El wvalor de {i es arbitrario. En la Fig. 2.1.(e¢) se ilustra,
esquemdticamente, la situacién. Como en el caso de la onda
estacionaria para ® = 0, cada particula de fluido esta
afectada por wuna perturbacidén uniforme de 1la velocidad
transversal a la direccidn de propagacidn de la onda. Esto
no puede producir una perturbacidn de la altura del elemento.
También es claro que la friccién contrarresta la inercia,
provocando 1la atenuacidén de la oscilacién (el peso de la
particula estd balanceado por la fuerza de friccidén "princi-

pal", de acuerdo a la Ec. (2.26)).

Las soluciones para las ondas de avance y retroceso,

Ecs. (2.35)-(2.36), reducen el sistema de FEcs. (2.46)~(2.48)

I.as Ecs. (2.59) Yy (2.61) son equivalentes. De 1la

primera de ellas surge que

(.60 § 82, =

V‘YIPI(/1>
I
I
—
+
—
—
|
|
S
~



)

Por su parte, de la Ec. (2.60) se obtiene

e 1-1
e 1 Iz
(2.63) = [_.__ 1< (1...._,__:_) ]
X T 4212/ -
Las Ecs. (2.62) y (2.63) muestran que estas ondas

estan compuestas por los tres tipos de oscilaciones. EI1
proceso se ilustra en la Fig. 2.1.(d). La oscilacidn longitu-
dinalﬂﬁ produce una perturbaciodn hl en la altura de la
particula, la cual, a su vez, provoca una oscilacidén transver-
sal W4 . En este complicado movimiento intervienen todos

los mecanismos dinamicos.
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CAPITULO 3

METODO NUMERICO

3.1.- Antecedentes

El antecedente clasico sobre métodos numéricos para
resolver las ecuaciones para flujo cuasi-bidimensional
egs el trabajo de Leendertse [12]1. En este estudio no se
consideran las tensiones efectivas; se lo ilustra con resulta-
dos del calculo de mareas. El procedimiento computacional
estid basado en un método de direcciones alternadas; en
cada direccidn resulta un sistema de tres ecuaciones algebral-
cas lineales, dos implicitas, acopladas entre si y con
una estructura tridiagonal, y la restante explicita y desaco-
plada de las anteriores. Este método numérico fue luego
utilizado por Vreugdenhil y Wijbenga [ 13 ] para calcular
escurrimientos permanentes en rios; en cste caso, el procedi-
miento sirve como técnica de relajacién. En este problema
es necesario introducir a las tensiones turbulentas; Vreug-
denhil y Wijbenga usaron un valor constante de la viscosidad
de torbellino, criticado luego por Booij [14] como irrealmente
grande. En realidad, tal cual fue expresado por Ponce Y
vabusaki [1571 sucede que el esquema de Leendertse presenta
dos tipos de. inestabilidades: lineal (o de Courant) y no
lineal. La primera introduce limitaciones sobre la eleccidn
de paso temporal. Ambas inestabilidades pueden ser, en
general, controladas aumentando suficientemente la viscosidad
de torbellino. Claro que &sto puede llegar a provocar varia-
ciones significativas en la estructura del! Elujoei @ Polce
y Yabusaki ‘estaban interesados en calcular corrientes de
recirculacidén, para lo cual es necesario considerar a las

tensiones efectivas.
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Modelaron a estas tensiones efectivas mediante un procedi-—
miento de promediacidn de velocidades que, efectivamente,

produce difusién.

Gustafsson [16 1 propuso, para el problema sin tensiones
efectivas, un método implicito de direcciones alternadas
que resulta incondicionalmente estable desde el punto de
vista lineal. La resolucidén del sistema algebraico no lineal
resultante se 1lleva a cabo por un método de Newton modifica-
do.

Un procedimiento numérico radicalmente distinto a
los anteriores fue utilizado por Benqué et al. [ 17 ] para
el problema de cédlculo de mareas con tensiones turbulentas
incluidas. El método consiste en una técnica de desdoblamiento
en tres pasos; en el primer paso solo se trata la conveccion,
en el segundo la difusién, y en el tercefo los mecanismos
restantes. El desarrollo de este método parte de la critica
de los autores al método de direcciones alternadas aplicado
a este problema, ya que este {ltimo produce oscilaciones
pardsitas y atenuacién numérica artificial debido, aparente-
mente, al tratamiento inadecuado de los té&rminos convectivos,
y una pobre reproduccidén de las caracteristicas de propagacioén
de las ondas cuando se utilizan pasos temporales grandes.

M&s afin, el método de direcciones alternadas también presenta

dificultades en la aplicacidén correcta de la condicién de-impenetrabilidad
en contornos rigidos [18].

Cuando existe 1la posibilidad de formacidn de frentes
de onda abruptos se requiere un tratamiento especial de
las ecuaciones. Menéndez [ 19 ] propuso un m&todo explicito
basado en el esquema de Lax-Wendroff-Richtmyer, pero agregando
un paso de promediacidn para filtrar las longitudes de
onda mas cortas, que son esplrias. Garcial20] también utilizd

un método explicito: el denominado esquema de Mac Cormack.
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Un esquema implicito en elementos finitos, que es una varian-
te de la formulacidn de Galerkin, fue propuesto por Katopodes
{21] . Este método tiene la ventaja de disipar selectivamente
ciertas longitudes de ondas.

Un modeloc de turbulencia mas elaborado que el clasico
de especificar 1la viscosidad de torbellino, fue wutilizado
por Mc Guirk y Rodi [22 ] para simular corrientes permanentes
recirculantes. No obstante, se supone gque las variaciones
de profundidad son pequefias ("aproximacion de la tapa rigida")
por lo que las ecuaciones resultantes son formalmente analogas
a las de flujos "elipticos" bidimensionales, y se resuelven
en consecuencia, por el método numérico de Patankar y Spalding
.

Aungque desarrollado para las ecuaciones de Navier-Stokes
en dos dimensiones, es interesante destacar el tratamiento
de Findikakis y Street [ 24, 25 ] . Se descomponen las esclas
de movimiento entre largas y de subgrilla. De la interaccidn
entre ambas surgen términos adicionales en las ecuaciones,
ademas de la contribucidn propia de las escalas de subgrilla
que se modela por medio de una viscosidad de torbellino.
Las ecuaciones son resueltas por el método de los elementos
finitos. El1 método permite resolver escalas del movimiento
turbulento, pudiéndose entonces calcular su espectro de

energia.

3.2.- Formulacidn

La variedad de tratamientos desarrollados para resolver
numéricamente las ecuaciones para flujos cuasi-bidimensionales

a superficie 1libre, pone de manifiesto el hecho de que
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we
diferentes esquemas numéricos pueden resultar adecuados para
diferentes problemas fisicos. En problemas fluviales, por
ejemplo, el flujo estd dominado generalmente por el equilibrio
entre el peso efectivo y la friccidn contra el fondo, resultan
do pequeha 1la contribucién de 1la inercia, especialmente a
bajos ntGmeros de Froude. En consecuencia, ho parece critica
la discretizacidn de los términos convectivos, con tal que
no produzcan inestabilidades. En problemas maritimos (coste-
ros), en cambio, la inercia y el gradiente de presiones pueden
dominar el flujo, por 1lo cual puede resultar c¢ricial una
adecuada discretizacidn de los términos convectivos.

El presente método numé&rico ha sido desarrollado, en
principio, para ser aplicado a problemas fluviales. E1 "cla-
sico" esquema de Leendertse no resulta adecuado, ya que presen
ta inestabilidades 1lineales que 1limitan innecesariamente

el paso temporal de discretizacidén. El1 método propuesto parte

de la forma "no conservativa" del sistema de Ecs. (1.3.)-
(1.5.)
0 oh h b 0
O iy T )
{3.19 bt 3K~+ 'ﬂ

W M
s | B NS SR +W + 3 (?\1,7_105 "

L il UL*-HY:")'Z e b‘LL
T %n Al3 ‘ e ( sz ‘5j2>

: W 0 LW g S (hiz) +
(3.3) 21 £ \054—8@(

O

K
EITUSER L, e
g e
.%ﬂa >R
donde se han utilizado las Ecs. (1.9)-(1.12), se ha expresado

1/6
el coeficiente de Chezy en términos del de Manning (C = h J /

n), y se han despreciado la aceleracidén de Coriolis (f = 0)
y las tensiones convectivas. Como, en general, es conveniente

trabajar con variables adimensionales, se introducen las
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cantidades U,, h, vy L como escalas de la velocidad, la profun-

didad y la distancia en el plano del escurrimiento, respecti-

vamente. Se definen, entonces

Bl =
e il
’L\Lz._..,[:l:t Y %:—5—_}:_-
(3.4) Uo &
S : g =t
1_._E_ ) 3 O
t - Lt
k.

Introduciendo las Ecs. (3.4) en las (3.1)-(3.3) y supri-

miendo, por simplicidad, el simbolo ™~ , se obtiene

(3.5) be‘&- &‘*WU "‘"?‘( \i->ﬂ0
oy oL Mrer 12 (he) +
b‘c B % 2 DK
(3-6) {1 D {0 LU‘2)"2 A e SN L5
= IEES (b;@ :
‘23;_+_u4}gr 4ﬁﬁfnbﬁh4ﬂ g kh@ﬁZD>-¥
(3.7) i =
; 2 =,
+}E_3 v%{;@) R M +ﬁr> e
donde
(3.8) F= .o
BQ’DSQ
(3.9) ol n
S
(3.10) £
L
(3.11) R = Wl
<=
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La Fig. 3.1. muestra la malla de discretizacidn adoptada
Notese que las variables dependientes h, u y A7 se centran
en puntos distintos de la malla; é&sto resulta conveniente
para aplicar las condiciones de contorno, tal cual se vera
luego. Las Ecs. (3.5)-(3.7) han sido discretizadas de acuerdo
a un esquema fuertemente implicito de direcciones alternadas.

Para el calculo en la direccidn x se tiene que

(3.12) M 4 I:LL?&T“JT”“ & [M’“\‘% Lm X

|2 ; 3 3 \Jj fJ
= itz niiy2 5
+P‘l" (U.”qz) — LL']:-L—_-‘ ES P\SEJ.-H{Z = Mi]-—li;f‘. ) = O
ARG S Aj
tL““m-*(L Tqu <
(3.4 L e ey LUJ\QU"] ’b L
: At [2 ey N e q
Hg nipR i A5 2
4 BB bty D W TS
5 ONK ' L.?’hl-l{z ) 4>
4 um |z oy T {_ um |2 n ]
Tl ( thvJ mL JF -2 4 - Wil Ml — m{ , -+ Uq!-'le—-l > O
o Ckﬁz ,éq
iz
(3.14) ,\T’:}“l" == ?l?‘L LU\.. N2 ]}J_ W ]VL, +
O 2 iz N Jijuiz i
e ; fl“*(?")ﬁ‘g ._"(E'bb + 20 e U"tffiﬂ@ e
(’A. ( Rl 41[2)
nl [z m\}? 2 N
| e e, S B G ) < ©
donde A‘A/ &52
_h P\ml]i P\“H‘{z . = ) s
] tt'J (.L—l'—i‘. ) Si (’{'I*-l.'fj )U-)'-{-I{fj \/' (-\
: BF ?\Mﬂz f\m G ¥
i u.. 1 — ; Hi} = hy 3 ¥ -
(3.95) [- 6x_ ]U }{-.(J (—J—_J_) st U)_tfy Jull'::;;} < O

no o pDH2 ) THI2 :

i (P - ki ) s .,i,xaw@ <0
(K' - Ay - b G5, G >0

| Vijuie (M st Uy iz U_"}'f"{ S U

”E‘f pl‘“'_%,“_} ) St 3.}.;;;2 <0
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- iz nilz

5 ST
\ Ui ( LLMEJ % ui-'!:'L) St (/wa‘y- =)
Sl -
(u‘&] = i unur‘z ,ng__ : s
[(3.17) il-lffj U,i_wﬂ( }WJ — > i UL;“@- s

i Uz ; o
;{:/J 12 ( 4/ 4 ) SL U;;!ﬂj,-}zjﬂ;{y};—}'pfz > O

n
(F=LE) (U_EL( = a5, ”‘/ = um* L U, &
,_- - .w[::}r/ ( J —J sL +a[‘." ,/2 ’fd:_p{ “/ <()
% il T

3.“/1. ( H'/JH u]“{’j }\ S'!: ”_/J / )( PJ“( ‘O
N QA_j /

Los términos entre corchetes en la Ec. (3.14) se tratan
similarmente a los presentados en las Ecs. (3.17) y (3.18).

Cuando las variables aparecen centradas en puntos donde no

estan definidas, debe tomarse el promedio aritmético entre

los valores mas cercanos; por ejemplo,

(Sl R H”f} ( +42 H—Wz‘klr U*qz U§ﬂj‘¢2j

(3.20% Y. . i e =
Y joe = 5 (Tijote + Siujeile)

Como es usual, el supraindice indica el paso temporal
de cédlculo. Suponiendo conocidas las condiciones en el paso

n (eventualmente dadas como condiciones iniciales), las varia-

bles en el paso n + 1/2 estan relacionadas, de acuerdo a

las BEcs. (3.12)=(3.14), por expresiones de la forma

: M1 2 2 “,:7 2 ,- m 15
(3.21) O'_EJ' Ri~1' +uj U,, 2 I 4—0- Pmy __-;S

).(.]“J

t) r}+z if i ‘
(3.22) a u.,,,,; ﬁ —f—O. LtH;j_LCLJ }‘”J -LQ;JSLL:;{;:%)

T oW

o e nttfz rH 12 3 niifz
(3 :23) . a_fj (U;_U‘_“(Z Q_)J J4|(2 4— a‘}}‘ HJ"‘!*{Z 'ﬁ—}
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donde los coeficientes O;Ly £; son conocidos. Se observa que,
habiendo tomado como implicitas a las derivadas en la direc-
cidn x, las variables aparecen acopladas en esa direccidn.
En consecuencia, el sistema de ecuaciones puede resolverse
"fila por fila", incorporando eventualmente las condiciones
de contorno (ver mas abajo). Notese , ademas, gque las Ecs.
(3.21) y (3.22) estdn acopladas entre si, pero desacopladas
de la Ec. (3.23). Las primeras forman un sistema de ecuacicnes
algebraicas lineales del tipo tridiagonal en bloques, que
puede ser resuelto eficientemente por el algoritmo de doble
barrido [ 26 ] . La Ec. (3.23), por su parte, da lugar a un
sistema tridiagonal, que se resuelve por el eficiente algo-
ritmo tridiagonal [ 26 ] .

Las ecuaciones para el calculo en la direccién y son
formalmente andlogas a las Ecs. (3.12)-(3.14)5, si se invierten
los roles de u yV,y de x e y, y se avanza el paso temporal
en otra media unidad (n>n + 1/2).

En el presente método 1los contornos se representan
por lineas (eventualmente quebradas) gque coinciden con la
malla de discretizacidén. En consecuencia, los contornos son
localmente paralelos a los ejes X o y. La implementacidn
rigurosa de las condiciones de contorno no es una tarea senci-
1la {(ver Ref.:l291), especialmente cuando el métode de calculo
es implicito. En el presente método se han implementado sola-
mente condicioﬁes de borde simplificadas para el caso de
régimen subcritico. Ellas se ilustran en la Frig,, 320 Las
expresiones marcadas con un asterisco son restricciones rela-
tivamente "débiles" que suplantan a lo que, estrictamente,
deberia ser un calculo; pueden denominarse, gen@ricamente,
condiciones de contorno "naturales" y son de la forma
dm=0 donde n indica aqui la direccidn normal al contorno.

El esquema de Leendertse conduce a expresiones simi-
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la¥res a las Ees. (3.21)-(3.23), pero con (lU = Qq: =
=1 P 3 33
Qﬁ = Qy = (hj «U”-O En consecuencia, las dos primeras

expresiones constituyen parte de un sistema tridiagonal,

mientras que la Gltima provee un cdlculo explicito.

3.3.- Difusidbn Numérica

El efecto mas critico de la discretizacidn de los t&rmi-
nos convectiveos es la aparicidén de difusidén numérica. Esta
surge como resultado del error de truncamiento. En efecto,
conteniendo los té&rminos convectivos derivadas de primer
orden, su error de truncamiento contiene té&rminos con deriva -
das de segundo orden, algunos de los cuales producen difusidén.
La intensidad de 1la difusién depende de 1los intervalos de
discretizacidn espacial y/o temporal.

La técnica de obtener, a partir del error de truncamien-
to, la difusidn efectiva provocada por el esquema numdrico
fue desarrollada por Hirt[27]. Los términos de difusién numé-
rica que surgen de las Ecs. (3.12) a (3.14) son, respectiva-

mente, los siguientes

G oay o lu;l (Ax+lu,t{\L)gP1 _ ol (/&j | l&t}

5-29 - B (anc s B - W ay 2 ) T 2
_ Ll sl _IvlaEN=Y
(3.26) (AXJF < At) = Ay -5 *‘7@52

Las Ecs. (3.24)-(3.26) muestran que el paso de calculo

en la direccidén x introduce una "viscosidad numérica" positiva
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en esa direccidn, pero solo condicionalmente positiva en
la direccidn y. Por ejemplo, para la ecuacidn de continuidad,
Ec. (3.12), la Ec. (3.24) muestra gque 1los coeficientes de
viscosidad numérica en las direcciones X e y son, respectiva-

mente,

(3.27 " w (Ax;%— Il At ) L%L

it

(3.28) 'V}u (/_\\J = ar (_\Jt:‘) ,\fg_

, €1

: ; €1 ; S : ot
81 bien TQ es slempre positivo, Yy es positivo solo
si 45t<f¥y/’ﬁy‘ ; en caso contrario se produce una "difusidn
negativa™ que, en principio, atenta contra la estabilidad

del método. Sin embargo, hay una compensacidén en el paso
de calculo en la direccidn y; por ejemplo, las viscosidades

numéricas resultantes para la ecuacidn de continuidad son

@291 Wt e (Zeo - A t%_l
(3.300  KF o (Ay 4 ] At) bl

2

En consecuencia, los coeficientes de wviscosidad numéri-

ca efectiva después de un paso completo de cdlculo (es decir,

A
para pasar de J aﬁly ) son
. Ly ; i 4 : i
e e L ey Ao I
gl
(3.32) Vorie A [p™ ey Ly
Y =5y 2
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gue son siempre positivos. Resultados similares valen
para las Ecs. (3.13)-(3.14). Esto muestra que el esquema
numérico es difusivo, y que la difusidén numérica es indepen-—
diente del paso temporal . De todos modos, parece prudente

evitar el uso de pasos temporales demasiado grandes con

relacidn a_ﬂﬂj Iﬁkpara que los procesos sucesivos de difusidn
Ay
y "contradifusién" no sean tan intensos gque produzcan

una pérdida de precisién e, incluso, de informacidn.

Es interesante apuntar dque el esquema numérico de
Leendertse produce un coeficiente de viscosidad efectiva
negativo roporciona a N n consecuencia, cuando

t p 1 ge Xt . B c nd
la magnitud de la velocidad y/o el paso temporal son "gran-

des es necesario compensar esta contradifusién numérica
aumentando adecuadamente la difusidn fisica.

El error de truncamiento también produce cambios
en la velocidad efectiva de conveccibn ¥y la aparicidn

de términos fuente. No obstante, estos efectos son, en

general, menos significativos.

3. 4.- Andlisis Lineal

E]1 tratamiento de Hirt pone de manifiesto las caracte-
risticas difusivas del método numérico. M&s sistematizado
[2871 , provee también informacidn sobre las caracteristicas
dispersivas del esquema. No obstante, sus conclusiones
son validas, estrictamente, para oscilaciones de longitud
de onda relativamente larga, dado que se desprecian derivadas
espaciales de orden superior.

Un tratamiento alternativo es el analisis de estabili-
dad lineal, introducido en el céalculo numérico por Von

Neumann, y potenciado luego por Leendertse [ 12] con la
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introduccidn del concepto de factor de propagacién, que
apunta més al estudio de la precisién del esquema numdrico.
El analisis 1lineal permite el estudio de oscilaciones
de longitud de onda arbitraria. No obstante, est3d limitado
a amplitudes de oscilacidn pequefias, al contrario del
método de Hirt.

Para utilizar el anidlisis lineal es necesario partir
de expresiones linealizadas. Se consideraran las Ecs.
(2.9)-(2.11), pero, por simplicidad, se tomarad R = 0 (es
decir, se despreciard el efecto de la friccién y el peso).
La discretizacidén de estas ecuaciones de acuerdo al esquema

numérico adoptado conduce a

i) P\j s (E_L;__—__E_?l ) L6 (P“ ’R_ >

] éﬁjz ﬂQL _%ﬂ
i i 2D L e
Tl (uwﬂ‘ - Wit g i = Mije Y= O
nilj2 e 2 =
2 Ty uo( Uigtay u?fl“r{ \ +
Ve of 7
i ' 2 iz
e no P P : .
+ M‘c‘) (LLHIL'ZJ = .“v{‘;{tf:i— ) % < l},{i ﬁ___.‘j,]_ ) = U
ZEQJ N
Ce “Uh‘# ““P — Mitfz
o U}J‘F!‘Z i MU-“‘Z 4+ U‘D ( JH’Z = ,\J] l ”2 ) +
= Eﬂ;{? e

n

.__*_M—O ( J#{?— :;2)4” % (%ﬂ) i

para el paso de calculo segln x. Se consideraran, ahora,

soluciones del tipo de onda plana, es decir

. T o (R kejay +’?r3 At

(3.36)

%
2 36

e
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2[Ry (GaLyA b e i
(3.37) uh;:!z). 2 ,q e”fL 1(+z§bm+$egj,aj xfsnz:xt]

¥ ol At k(A B At
(3.38) rbi]:‘l'z 3 SUACRE: X,-F%:?z(_]#E)!’]-btr%ﬂ/, |

(no confundir el nlmero imaginario i con el indice homdnimo) .
Notese que las Ecs. (3.36)-(3.38) son andlogas a las Ecs.
(2.16)~-(2.18B); se - ha tenido en cuenta, =in embargo, la
posibilidad de que el coeficiente de propagacidn IS sea
distinto en ambos casos para los mismos valores de las
componentes del nGmero de ondas kl y k_.Introduciendo las

2
Ecs. (3.36)-(3.38) en las Ecs. (3.33)-(3.35) se obtiene

" 4 1 i X [ A h i =
F, % s Oi g -
j:') LCHJESQH{% 1 ‘r'f _',(:n@.z ' E O
(3.39) i(:HQs;e/nE}? 33 O Ti\( = 0
. P \ 1 .
1(‘33 Sené, 0 i < J 0

donde

o _ e T, 0 s I B
(3.40) F2 (140, T (QesTaang, @' RiLsmd; 2772 )
-

(3.41) ) - epsti2

LR s b if2
(3.42) QH = m(% ‘-‘)

(3.43) e 2
e
(3.44) N Llrc,'Lg _’_‘3}3*>
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at

Edsy g e “'1/;

&y Ay

2

(3.46) 9, =

(1 es aqui el nGmero imaginario). Imponiendo que la matriz
de coeficientes de la Ec. (3.39) sea singular (para obtener
las solucioens no triviales), se llega a

(3.477 F [}72—# ¢ (IZ’?&Qn%Q -+ g@)_[ -0

rz

de donde pueden calcularse directamente las tres soluciones
para £2 » Ppara un dado nUmero de Froude (F_,) y orientacidn
(I') del flujo de base, una dada relacidén de ancho de
grilla (r), un dado nimero de Courant [CH) Y una dada
longitud de onda y orientacidn {81 y 82) de la oscilacidn.
La oscilacidn puede caracterizarse en té&rminos de dos
parametros algo ma&s adecuados que 81 Yy 92. Por un lado,
puede utilizarse el &ngulo de orientacién © , definido
por la Ee. (2.19); por el otro, puede introducirse el
nimero de puntos computacionales por longitud de onda

en la direccidn x, definido como

(aam LaN e C 0l eie = T s
kA & £,
Lf2 : =
donde Kk = (kl & k2) es la magnitud del. vector namero

de ondas. Las soluciones parafz pueden expresarse, entonces,

1-1%k < anﬂsen(Trrﬂn\g)eﬂ#(--w sy
O e e S )
oo ol e o (mr
=

3R




donde

i P (1476 coilsen (,u,{?g) ex(; @;f?sr)]
.51) + ¢F ser? (It T c,mw)
ey Baml MG AT (Tawrs) exp(-); ng)]
: v [4—?2@5@0’1"&::1 (T%VSQHQ b _?,,__ one) J
£3.53) B = [1 L“T‘—: Sonl! Stn (E'”s@nif)ng Isqmg\ [ =

~+ % SQHZ (%ﬁ“ S&m:.’)

Una vez calculado L4 , el factor de propagacion se

obtiene, de acuerdo a la Ec. (3.41), como

{3.54) ié £§t'ﬁnh§2

e -
o, descomponiéndolo en partes real e imaginaria F%:-—LU—F?4Qp

~ £

3.55 e s arg £2
( ) ~t Y

e

3.581 A = -2 Ay, <20
St

Es importante identificar a qué tipo de onda (de avance,
de retroceso o estacionaria) corresponde cada una de las
soluciones numéricas. Para ello basta con considerar un
caso limite partiecilar. Sean &' = N = 0, y témese N-»OJ .
Es de esperarse gue, en esta situacidon, las soluciones numé-
ricas tiendan a las correspondientes soluciones analiticas
(ver Cap. 2), ya gue las ondas se representan con una dgran

densidad de puntos por Jlongitud de onda. Las expresiones

asintdéticas de las Ecs. (3.49) y (3.50) son
(3.57)  Log= Ao ?CHE_F{E
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(3.58) g = 1-1Cu(R ,1)Tr

De acuerdo, entonces, a las Ecs. (3.55) y (3.56)

(3.57) vy (3.58) corresponden a ondas neutras [E = E ='E = 0)

gue viajan con las siguientes velocidades de fase

(3.59) L1 _ Ug

a

&9 : ) 1'_
(3.60) 'T‘;g“ Uy -+ (HF‘D)ID

FEstos resultados muestran gue ﬁ:ﬂ, 122 Y 125 corresponden,
respectivamente, a las ondas estacionaria, de avance Yy de
retroceso.Los resultados para el paso de calculo segin y pueden
obtenerse fdcilmente a partir de los anteriores, si se inter—
cambian los roles de x e y, u y v y los de 1"y % con sus
complementarios ( T f2-1" Y Tr2=75 , respectivamente) . Los
parametros del problema se transforman, entonces, COmo sigue:

T~ 1 /1y CH_47- CH/r , N— N/r. Se llega asi a

o 1 - 1CT; cBud 'sen (T_rwjx') e»cf::(A-Tl‘ R )
e —— A

Hi(ﬁg send’ sem(Tf'squ xF( 17"“Sfan‘c§)

{£3L 619

!

(3.64) Q;_,s _ BT (I-’-'z *3183)

f
._)‘1

donde

e exp (- W”&nx)] -

£ CH_ sen? (T\; _SQH?S)

(3.64) Bz( [’H“’L“T ;,JanTsen(F; n‘ﬂ')é&{:(-ﬂlﬁ:mg)]h

* [1" ) CuTs codl’ sen ( (‘,m}s') exf_;( sl CDiRS‘)]
B's =[1-10d& cwl’ sen ("{\L{'c}z}ﬁf) exp (= g cm}s)] 1

(3.65) 1 CF Sons (g@}:ﬁf)
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La solucidn numérica I.Z“luego de un paso completo de calculo
(es decir, luego de un intervalo de tiempo At), se obtiene,
entonces, multiplicando las soluciones num#ricas para cada
paso fraccionario; por ejemplo, para la onda estacionaria
se tiene gque iZf:-£21£>;.

Se define el factor de propagacidn T como el cociente
entre la solucidn numérica y la analitica ( o entre la "onda
numérica" y la "onda fisica", en la terminologia de Leendert-
se), luego de un periodo (de la onda fisica). De las Ecs.
(3.36)-(3.38) y (2.16)-(2.18) se tiene que
[ exp B (k1'1.+--kzj+f§atﬁl 2
(3.66) Lexp b Lk‘xjkzj“%gt” St. 7% 1]

____[Q” : l’iﬂlﬁt
eipss \
% (A-A) ev’i 2w [SignO (w) ~ a.

[LE8

= &

En el segundo renglén de la Ec. (3.66) queda expresada la
relacién entre _ﬁy'y T. En el tercer rengldn se desglosan
el moédulo (amplitud) y el argumento(fase) del factor de propa-
gacidén, ligados, respectivamente, a la diferencia entre
los coeficientes de atenuacidén y al cociente entre las

velocidades de fase de las ondas numérica y fisica. Entonces,
ITI mide la atenﬁacién relativa de la onda numérica respecto
de 1la fisica (es decir, la atenuacidén numérica), mientras
gue arg ( T ) mide el retraso de 1la primera respecto de
la segunda (es decir, la dispersidn numérica). Nbétese que,

de acuerdo a la Ec. (3.66), se tiene que

1 o oxa (T

(3.67) : :
o gijnol.wb

ele?
[ 1
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donde

i 1 ! ! o ”2 o f o
(3.68) C = (Q1,¢_+sz>f?: (Us462) “epe (T-%) + Cc

es el mbédulo de la velocidad de fase.

Manteniendo fijos FO { = 0,1) vy ¥ (= 1) se han grafica-
do el médulo y el argumento de T en funcidn de N, con CH B
mo paradmetro y para distintos pares de valores { ]?,"K"§ :
s interesante apuntar que, dado que las ondas fisicas son
en este caso. neutras, | T| también provee indicaciones sobre
la estabilidad del esquema.

La Fig. 3.3 (a) muestra los resultados para la onda
de avance cuando las direcciones de propagacidn de la onda
y el flujo coinciden entre si y con uno de los ejes coordena-
dos. Se observa que el esquema introduce atenuacidén numdrica
tes "disipative™), la cual tiends a desaparecer cuando el

paso temporal crece (C. —sod : e S
H e La dispersidén numérica, por

su parte, se manifiesta como un retraso de la onda numérica
respecto de la fisica, tanto mayor cuanto mayor es CH' Como
era de esperarse, la atenuacién y la dispersidn numéricas
desaparecen, cualquiera sea el valor de CH' para N-f*" ocQq
Cuando la onda de avance es normal a la direccidn del flujo,
pero coincidente con uno de los ejes coordenados, el esquema
se comporta como neutro para cualquier valor de CH' peEo o=
serva practicamente sin cambios sus caracteristicas dispersi-
vas, tal cual se muestra en la Fig. 3.3 (b).

Es interesante desglosar el esquema numérico en sus
dos pasos constitutivos, y estudiar 1las caracteristicas.

de propagacidn de cada paso. Para el casol = 8§ = 0, la Pig.
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3.4. muestra el factor de propagacién para los pasos en
la direccidn x ¥ en la direcocibn ¥ por Sepdrado: Se
observa que el primer paso es fuertemente disipativo, pero
el segundo paso amplifica significativamente la oscilacién.
Combinados, ambos pasos producen una compensacidn, tal
cual se observé en 1la Fig. 3.3. (a). Nbtese, por otro
lado, qgue 1las caracteristicas dispersivas son iguales
para ambos pasos.

La respuesta del esquema para ondas de avance que
se propagan con angulos comprendidos entre 0° y 90° respecto
del flujo es intermedia entre las correspondientes a ambos
extremos. Esto se ilustra en la FPig, 3.5. (&), donds =e
muestra el factor de propagacién para el caso I® = 0,
M= 45°. También es intermedia 1la respuesta para el caso
de propagaciones paralelas de onda y flujo, pero inclinadas
respecto de los ejes coordenados, tal cual se observa
en la Fig. 3.5 [b) para el caso 1'=%=45°

Resultados totalmente similares se obtienen ©para
la onda de retroceso. En el caso de la onda estacionaria
el método se comporta como fuertemente disipativo para
el caso de propagacidén paralela, Y neutro para propagacidn
normal, tal cual se muestra en la Fig. 3.6. En ambos casos
es relativamente poco dispersivo, salvo para las longitudes
de onda mé&s cortas ( N-—=> 2), y sus caracteristicas son
practicamente independientes de CH.

Cuando el nUmero de Froude crece, el esquema numérico
se hace mas disipativo y dispersivo. Esto se ilustra en
la Fig. 3.7, donde se muestra el factor de propagacion

para F; = D,8 ir = 1) ¥ ]7=T§= 0, para la onda de avance.

Notese que en ningGn caso | T| supera el valor 1.

Esto muestra, de acuerdo a lo discutido anteriormente,
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que el método es incondicionalmente estable desde el punto
de vista lineal para el sistema simplificado.

Un estudio similar se realizd para el esquema de
Leendertse. La Fig. 3.8 (a) presenta los resultados para
la onda de avance cuando la propagacidén es paralela
(F,b, = 0,1; r = 1). Se observa que el método produce una

amplificacidén de 1la oscilacidén para todos los valores de

CH . Para la onda de retroceso, en cambio, es disipativo
excepto para valores grandes de CH, tal cual se observa
en la Fig. 3.8. (b). Nb6tese que para CH = §iEEh el esquema

amplifica las oscilaciones mds cortas y atenfia las restantes.
La Fig. 3.9 muestra el factor de propagacidn para la onda
estacionaria, siempre para propagacidn paralela. Obs&rvese el alto grado de
amplificacidén que produce el método. Para propagacién normal el esquema es
neutro para los tres tipos de ondas.

Los resultados precedentes muestran, también, que
el esquema de Leendertse es inestable para el sistema simpli-
ficado; s6lo la inclusidén de efectos resistivos (friccién,

difusidn turbulenta) lo puede tornar condicionalmente estable.

3. 5- An&lisis No Lineal

Para comprender algunas de las consecuencias de la
no linealidad de las ecuaciones, es til aplicar un andlisis
de Fourier; similar al de 1la seccidn precedente, a las
ecuaciones  generales [ 29] . Con este fin, se analizara
la ecuacidn de continuidad, Bc. (3.1). Por ejemplo, 1la

expresidbn de 1la variable h en té&rminos de su transformada

de Fourier es

oD

(3.69) R(zc,j = Hdk1d«t’.zH(kql,szc)-ei(}”“*“h
18]
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que se denotard como-

(3.70)  h(xy,)= <H (ki ke £
De la misma manera se tiene que

(3:71) &L ('i,j,—t) - 2 im k1Y

(3.72] AL, YE) = <V, t)Y>

Nétese que no se ha transformado respecto del tiempo.
Esto es debido a que, como se induce del analisis lineal,
la frecuencia y el coeficiente de atenuacidn dependen de
los nGmeros de onda k. vy k_. Introduciendo las Ecs. (3.70) -

1 2
(3.72) en la Ec¢. (3.1.) se obtiene

(3.73) <4:{U€-i,kg ), + <U (mq,m, e I <angH (nhnz){j} +-

+ <Ny e )Y < H (v nz A0S

4 <Hngnz ) (img U (mg mz £) > + < v, Vmgmzt)>) = O

donde H= ©H/ > t. Notese que, de acuerdo a la definicién,
los términos no lineales (todos menos el primero) son de

la forma
LU (i, me 1) 7 <yl g na ) > =

((myenq Yot taz)y ]

= Jﬂdm dms dn,dins 1 n'l_u(““hmzj"t)ﬂ(“-n,rlg)t)é]

(3.74) 50
O

La Ec. (3.74) muestra como,debido a la no linealidad,
dos oscilaciones caracterizadas por los nGmeros de onda

Wy A By

de onda m1F+ n, en 1la misma direccidn. EBEsto,. ilustra. el

efecto de :"cascada" de las mayores a las menores longitudes

en. la direccidn x, generan una oscilacidén con namero
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de onda.

La Ec. (3.73) puede reescribirse en forma mas compacta

si se identifican ml+ n1 y rn2 e eeon ke o

2 1= “a’
te , obteniéndose (por cambio de variables en las integrales)

R ks i .
<+Nh, t)+1jcm4(ﬂ2{ﬂhLM%J%t)+
O

respectivamen-

+ RV, 0;0) | H (B Je-bt) Lf > =0

La Ec. (3.75) pone atn mas en evidencia el efecto
cascada ya comentado, ya que muestra claramente que a las
oscilaciones con nimero de ondas kl, k2 contribuyen todas
las que poseen nimeros de ondas menores.

Ahora puede aplicarse el mismo tratamiento a la versién
discretizada para el paso de calculo segin x, Ec. (3.12),
suponiendo, por ejemplo, que u y v son positivas. Denotando
a las transformadas de hij, uij y vij como Hn [kl,}qz}, Un (k
K2), Vn [kl, kz), respectivamente (aunque la integraciéﬁ
se extiende ahora solo hasta N/Ax para kl Yy 'F/%ypara kz), se

obtiene

H™ e by - 1Mk o)
Tt )

' tﬁ kz ; nkz 3
[ o], {uzr U™ (8 Y Tl 0, ), (i A +
&} O
+ -Q*.U Iz (‘Qh 02>‘Hn ui‘ = Q'I 5 JQZ“ErZ) :‘;2 {'- 'Q" 3 Aﬂﬂ) ~+
. 2 vn(}l"[ QZ}HH (\kr& ) l?;:_a— ez) [(;&2“?2%1 U?Z“QZ)AJ> =+ 92 }2 (ﬁz)éj)]lr> =

(3.76)

donde

:\‘., (k,&) = a-i%dl2 sen (kaj2)
£3.77) e
(3,78 :Pg(h,l&) - Sen (RAV2)

(RA/2)
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Para el paso de calculo seglin y se obtiene, andlogamente

LP“(b1k )~¥ mwzthnhzj ]

s B G
(3.8 /\%(

$ Jf"d@qjizcl@_?_%d’ Wz gl{pz)HnnszhAﬂ ,f;’z-Pg_')zi_{?,-el)i,(ferf{}&);€1§2(ﬂ1)&ﬂ_+
b (e oYVl Y™ (s e le) .y (o, 2)
4 PZV'MI(QIIQZ)_H iHi[Z(-#.I_&)i?Z——&-)J:Z (-Pz)J t\j) 5’ > _ O

Para obtener 1la variacidén 1luego de un paso completo

de calculo se suman las Ecs. (3.76) y (3.79), obteniéndose

H™(k koy — 40k, R
s ISl i e O
(3.80) <f [ F EXC ]

t, nip nijz C
i) g R )[“ ‘ﬂ-%)ﬂ{fwz) }H“‘f&» k-t (b 20+

+ RUmER L lH bk U%H“""Z(# Ak “)H (4,5 +

2
+ (Ez 9 {ﬂ%?ﬂ}H 5 Q‘)%-?'Q“) ‘LVW[(EH 2)" lmd?\ [‘)4? [2)]]L “3?'?2)&,‘))4—
2
e [‘y (e S BT ™ Lh‘.*ﬁ‘}‘?%i@”]ﬁztﬂz, A))}>=0
2

Comparando ' las Ees. (3.75) ¥y (3.80) resulta facil identificar
los errores de discretizacidén temporal y espacial. Para
independizarse de los primeros, considérese el caso estaciona-

rio. Entonces, las Ecs. (3.75) y (3.80) se reducen, respecti-

vamente, a

k.
(3.81) <-lDdg L;d B? LT(E1 {}2) HQZV(Q" 92)] HG? e"l (z)> = L)

<k inr o (lr-2) iy )+ o (G, 20 [T (&, )+
et (e, Al o Pz,zy)]\{ (1) Hlkeb )> = O
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N6tese que 1la diferencia entre 1las Ecs. (3.81) v: (3.83)
(aparte del 1limite de integracidn superior), reside en
que los factores fl Y f2 no son unitarios. Esto no es muy
grave para las oscilaciones de gran longitud de onda. En

efecto, cuando, por ejemplo, klﬁﬂt << 1, se tiene que
ik ) i i 1) 5 f S \ __“\‘L,
(3.83) (& -9-1)-}1 (51 L,y j(z(ql,!’_\fx) = - —(-—w-vl_ S

El primer término del segundo miembro de la Ec. (3.83)
provee la forma exacta de 1la ecuacidn, mientras que =l

segundo té&rmino representa el error de truncamiento.

Es facil wverificar gque este error es exactamente
el mismo que se obtiene introduciendo 1la transformada de
Fourier en el error de discretizacién obtenido por desarrollo
en serie de Taylor (que es valido, precisamente, para escalas
de movimiento largas). Las diferencias entre 1la version
diferencial y 1la discretizada se hacen criticas para las
oscilaciones de corta longitud de onda. Cuando ki: W/Llﬂ;
(mayor valor resoluble del niimero de ondas), la contribucién

de las oscilaciones largas [9142 T /ANX ) produce el factor

(3.84) (®- E’*):F? (Ri-by Aoc) + 842 (b, Ax )= - %_3 fa,

gue no solo es cuantitativamente distinto a kl, sino gue
esti desfasado en ~T/2. Esto muestra que las menores escalas
de movimiento resolubles no estdn bien representadas por
el esguema numérico. Las escalas "confiables" son aquellas
mucho mas largas que ﬁﬁ?kﬁjyrﬂﬁgy {es decir, aquellas gue se
extienden sobre distancias mucho mayores- que tres anchos

de malla).
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La combinacidn de la discretizacidn v la no linealidad
produce, también, el fenbmeno conocido como enmascaramiento
o "aliasing". Esto significa que oscilaciones de longitud
de onda menor a la resoluble (producidas por la no linealidad)
son falsamente representadas como oscilaciones con una
longitud de onda efectiva mayor, tal cual se muestra en
la Fig. 3.10 (a). Para calcular la longitud de onda efectiva
ﬂdque le coresponde a una dada longitud de onda ﬂ, cuando

el paso de discretizacidén es A, puede utilizarse la siguiente

formula

(3 .85 //\e, = Q‘é_
1-|2e-1|

donde

(3.86) o B _wn

siendo n la parte entera cka;ﬁ/ﬁ (es decir, € es la parte
fraccionaria de Zlﬁl ) . Inversamente, de las Ecs. (3.85) Yy
(3.86) pueden obtenerse cuiles son los valores de niimeros

de ondas que puede enmascarar un dado namero de ondas efectivo

ke: éstos son

(3.87) ko (n1) 2T _ &,
3.88 - n&
( : R A 4+ Xe

donde n = 0,1,2,..., tal cual se muestra en la Eaige 3510
(b). No obstante, es obvio que 1los valores de niimero de

ondas generados por la no linealidad no pueden exceder
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QﬂﬁLDe esta discusidn, se concluye que,

i

(3.:.89) <:L
Lo
(Lf( J_&j E/_—

K- VB I ]

que se suma, entonces, al error de truncamiento.

, ) [(Xy‘k b ))[ (fjhfpa\\{),
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%f;‘_.wijk(wﬁ{[( M E ket A4 (E -0 (F-00a9) [«

por ejemplo, a la
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CAPITULO 4

RESULTADOS NUMERICOS

4.1.- Consideraciones Generales

En este capitulo se presentan y discuten tres tipos
distintos de resultados numéricos, todos ellos relacionados
a problemas en régimen permanente. En primer lugar, se mues-
tran las pruebas realizadas para verificar el método numéri-
co. En segundo lugar, se presentan ensaycs numéricos referi-
dos a problemas que alin necesitan mayor estudio. Finalmente,

se tratan las aplicacionesg llevadas a cabo.

4.2.- Pruebas

Se obtuvieron los resultados numéricos para el escurri
miento en un canal horizontal, de seccidén rectangular vy
uniforme y fondo rugoso. La comparacién con la solucidén
numérica obtenida por medio de un cédlculo unidimensional
resultd satisfactoria, tal cual se muestra en la Fig. 4.1.
para la altura. La leve desviacidn gque se observa hacia
aguas arriba se debe a que, tal cual se explicd, la condi-
cién de borde nb es estrictamente valida.

Esta prueba se repitid, pero alineando el canal a
45° respecto de la grilla de cialculo. Las condiciones de
contorno para 1la altura y las velocidades se tomaron de
un calculo previo con el canal alineado con la grilla. La
Fig. 4.2. muestra las isotdqueas (lineas de igual velocidad).

Se observa que, al representar al contorno del canal por
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una linea quebrada, se produce efectivamente una condici®n
de no deslizamiento, la cual, por difusién numérica, provoca
la aparicidén de una "capa de pared" de alrededor de 5 celdas
de espesor. Fuera de esta capa se obtiene el perfil de velo-
cidades uniforme esperado.

Para probar la adecuada respuesta del flujo a cambios
en la geometria del fondo, se ensay6 el problema de un fluijo
uniforme en un canal rectangular, horizontal y sin roza-
miento, pero con un escaldén en el fondo, tal cual se muestra
en la Fig. 4.3. La diferencia entre las alturas calculadas
con el presente método numérico y con el teorema de Bemouilli

solo difirieron en alrededor del 0,1 %.

Para comparar la performance del presente m&todo numé-
rico con el de Leendertse, se realizaron dos tipos de prue-—
bas. En primer lugar, se ensayd el problema de un canal
horizontal, prismatico, de seccibén rectangular y fondo rugo-
so, con el objetivo de medir €l tiempo de maAguina necesario
para obtener el estado estacionario. Se realizaron ensayos
con ambos esquemas variando el paso temporal. En ambos casos
se lleg6 a un valor limite de At; cuando este valor era
superado el esquema se hacia inestable. Para el presente
método la inestabilidad es no lineal (ya gue el procedimien-
to es estable desde el punto de vista lineal), y se produce
debido a que el esquema se hace neutro para CH+ﬂﬁ, no pudien
do disipar, entonces, los movimientos de corta longitud
de onda. En el caso del método de Leendertse, la inestabili-
dad puede ser lineal o no lineal.

En la Tabla 4.1. se presentan resultados de los ensa-
yos. En primer término se observa que, tal cual era de espe-
rarse, el presente método permite el uso de pasos de tiempo
mayores gque el de Leendertse. En segundo término, se nota

que el presente método converge mas rapido hacia la solu-
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cibdn; el ahorro en tiempo de maquina es de aproximadamente
el 45%.

Obviamente, el presente esquema, siendo totalmente
implicito, requiere mayor tiempo de calculo por paso de
tiempo. Se estimd que el tiempo de magquina es de alrededor
de: 3,3 mseg por pasgc de tiempeo y por nodo, contra 1 mseg
del esquema de Leendertse, en una VAX 11/780.

La segunda prueba de comparacidn consistid en ensayar
el mismo problema, pero parando el caAlculo en un tiempo
fijo (N° de pasos de tiempo x At = cte), usando el maximo
valor de At posible. Esta es una forma de medir la eficien-
cia del método para ser utilizado en problemas de régimen
impermanente. Se observa que, en este caso, el esgquema de
Leendertse resulta algo mas eficiente (ahorra aproximadamen-—

te el 15% de tiempo de maquina).

Tabla N® 4.1.-

Tiempo de maquina para obtener la convergencia en el proble-
ma del ecanal. 0 = 150 m /s, € = 30, Ax =Ay = 30 m; ancho
= 300 m, lardo = 600 m, altura =gias abajo = I m.

P de pascs| Tiamo de

> Qe Ob i o
Esquema At (se) o Fb . 8 o servacilones
H tiampo cla (sx9)
Presente 100 iRt 31 20,105
110 1l 5 21 14,03 Tiempo minimo
y At maximo
Leendertse 25 2,6 120 25,15 Tiempo minimo
40 4 =2 153 31,69 At maximo
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Tabla N° 4.2.-

Tiempo de maquina para el cdlculo hasta t = 2200 seg en el
problema del canal.

N? pasos Tiempo de
Esquema At (seg) de tiempo maguina
(seqg)
Presente 110 20 113536
Leendertse 40 55 iy 39
L
4.3.- Ensayos Numéricos

Se tratd el problema del flujo a través de una brecha
situada en un canal horizontal sin rozamiento. La Fig. 4.4
muestra las 1lineas de corriente. Se observa gque el chorro
que parte de 1la brecha se difunde débilmente por efectos
numéricos (ya gque 1{ = 0), creando, incluso, una recircu-
lacién a ambos lados. Las curvas de nivel de las alturas
se presentan en la Fig. 4.5. NOtese el rapido decaimiento
de la altura en la zona de la brecha, que varia en, aproxi-
madamente, 3,3 m. Esta diferencia es mucho mayor que los
1.3 wm que surgen de aplicar el teorema de Bernoulli (conser-
vacion de la energia mecénica), pero tambidn excede los
2 m calculados por la fé6rmula del vertedero [30], que tiene
en cuenta las pérdidas energéticas. La pérdida adicional
de energia mecdnica que aparece en el presente calculo se

debe a la difusidén numérica, que se torna paticularmente
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importante en la zona de la brecha al ser la velocidad muy
alta, tal cual se observa en la Fig. 4.6, que muestra las
isotaqueas.

Este ensayo numérico se repitid, pero considerando
difusidn turbulenta (¥.= 300 m2/s). Como era de esperar-
se, el desnivel crecid (a 4,3 m), la difusién del chorro
se hizo m&s notable (ver Fig. 4.7) y 1la recirculacién

mas importante.

4.4.- Aplicaciones

El presente método numérico se aplicé a la simulacién
del escurrimiento en 1la 2zona del Rio Paranid donde se
emplazard la presa de Corpus. En par ticular, se trataba
de 1llevar a cabo un estudio de 1la sensibilidad de 1la
corriente a las condiciones de borde aguas arriba, con
vistas a simplificar su implementacidén en el modelo a
escala reducida ("modelo fisico™) construido en este
Laboratorio para el estudio hidrdulico de la obra.

La Fig. 4.8. muestra una comparacidén entre las
lineas de transporte (igual descarga acumulada) calculadas
y las trayectorias de flotadores medidas en el prototipo,
observandose un acuerdo satisfactorio, excepto en la
zona aguas abajo. Esto se debe, seguramente, a que la
condicidn de borde para el modelo matemdtico (cota constan-
te) no es del todo realista. La comparacidon entre los mddulos
de las velocidades medidas y calculadas se muestran en
las Figs. 4.9. y 4.10., que presentan la distribucidn
en la seccidén del futuro eje de presa. Nuevamente, el
acuerdo se considera satisfactorio desde el punto de

vista ingenieril. El1 perfil calculado presenta un plco
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Linea de corriente medidas (—) y calculadas (-.-) en la
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menos pronunciado y wuna variacidn mas suave. Esto se debe
a la forma como se modeld la difusién turbulenta, por
medio de una viscosidad de torbellino constante y uniforme.
Es sabido que wuna aproximacidén mas precisa requiere el
uso de modelos de turbulencia mAs sofisticados [67] . Mas
ain, la existencia de un extendido y profundo pPozo en
la zona de calculo no solo puede provocar la generacidn
de turbulencia de gran escala, sino también la aparici6n
de corrientes secundarias cuya modelacidn es aiin tarea
de investigacidn.

La aplicacién de un perfil de velocidades uniforme
aguas arriba (la condicidn mds f&acilmente implementable
en el modelo fisico) genera diferencias en el flujo que
solo se extienden sobre una corta gzona. La Fig. 4.11.
muestra estas diferencias para la cota del pelo de aqua
(altura) .

También se ha realizado la simulacidén numérica del
escurrimiento con el cauce del Rio Parand estrechado (durante
la primera etapa de construccién de la obra).

Es necesario aclarar que los resultados obtenidos
son, en el mejor de los casos, solo tentativos. En efecto,
en primer lugar no se ha considerado una extensidn aguas
abajo del estrechamiento lo suficientemente larga como
para lograr la readherencia del chorro al contorno costa.
En segundo lugar, el modelo de turbulencia utilizado no
es el adecuado para simular con precisidén 1las zonas con
torbellinos; en realidad, se necesitan formulaciones mas
elaboradas. En tercer lugar, la imposicidn de wuna cota
constante como condicidn de borde aguas abajo puede provocar
distorsiones significativas en el flujo. AGn asi, se conside-
ro instructivo 1llevar a cabo esta simulacidén como primera

aproximacidn .
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La Fig. 4.12 presenta las 1lineas de transporte;
se observa gque el escurrimiento es practicamente guiado
por el pozo hacia la embocadura del estrechamiento. En
la Fig. 4.13 (a) se muestran las curvas de nivel de la
superficie del agua; ndtese que ésta se encuentra esencial-
mente nivelada a ambos lados del estrechamiento, y su
caida de un nivel a otro se produce en forma brusca al
atravesar dicho estrechamiento. Esto se observa con mas
claridad en la Fig. 4.13. (b), donde se grafica el nivel

en una seccidn longitudinal media.

Notese que el desnivel calculado
es de, aproximadamente, 3,30 m. También se obtuvieron
y graficaron las isotaqueas, presentadas en la Fig. 4.14;
el wvalor pico de velocidad, de alrededor de 6 m/s, se
alcanza a la salida del estrechamiento.

Calculos basados en un analisis unidimensional dieron
un desnivel de 2,9 m y una velocidad de 6,2 m/s enel estre-
chamiento. Es de esperarse que el modelo matematico sobreesti
me el desnivel debido a 1la difusidén numérica. Aungue,
por otro lado, existen efectos de la topografia y la bidimen-

sionalidad no considerados por el andlisis unidimensional.
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CAPITULO 5

PROGRAMA HIDROBID I1I

5.1.—- Caracteristicas Generales y Estructura

El procedimiento numérico descripto en el Capitulo
3 ha sido implementado en un programa computacional deno-
minado HIDROBID II. La linea de programas HIDROBID apunta
a la simulacidén numérica de flujos cuasi-bidimensionales
a superficie 1libre. E1 HIDROBID I estd dirigido a simu-
lar la evolucidén de ondas de frente abrupto, tales como
la resultante de la rotura de una presa [19] .

E] presente programa, HIDROBID 11, ,es apto para
simular escurrimientos permanentes en cuencos de topogra-
fia arbitraria. Admite contornos costa, de entrada y de
salida. La geometria de la costa es arbitraria, pero los
contornos de entrada y salida son paralelos entre si.
Un contorno tipico, representado en términos de la geometria
de la malla, se muestra en la Fig. 5.1. N6étese que se admiten
dominios mUltiplemente conexos (es decir, puede haber
rslas) .

La estructura en blogques del programa HIDROBID II
se presenta en la Fig. 5.2. Se han desarrcllado también
pProgramas complementarios que leen los resultados numéricos
yr tras su elaboracidén, proveen graficos del campo de
velocidades, las lineas de corriente, 1las curvas de nivel
de las alturas, las isotdqueas y la distribucién de alturas

y velocidades en un corte dado.
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5.2.- Manual de Operaciones

La operacidn del programa HIDROBID II requiere la
introduccién de informacidon tanto por pantalla como por
archivos. Los 1items de informacidén a entrar por pantalla
(o en un archiveo de comandos) son:

i) Nombre del Archivo de Geometria.
ii) Nombre del Archivo de Condiciones Iniciales.
1iii) Nombre del Archivo de Resultados.
iv) Nombre del Archivo de Curiosos.
) IS Dy (formato 14, 2F7.2)
donde si IS = 0 se lee el Archivo de Condiciones Iniciales

y si IS # 0 se imponen <condiciones diniciales; Q es
el caudal de entrada.
vi) Nt (Formato I14)
vii) Nt, SNbr 9, Py (formato I4, 3F7.2)
donde Nt es el numero de pasos de calculo.

Después del paso v) aparecen en pantalla los valores
de los parametros F, D, E y R, definidos por las Ecs.
(3.8) a (3.11). Luego del paso vi), el programa ejecuta
Nt pasos de calculo. El paso vii) se repite, eventualmente
cambiando los valores de At, Q y!o'Vf, hasta 1leer un wvalor

de Nt nulo, en cuyo caso el programa para.

Las condiciones iniciales impuestas (IS # 0) consisten
en una superficie libre nivelada (cota = Zb; ver seccion
5.2.1.), vy flujo wunidireccional (u = 0) y uniforme en
cada seccidn (v = @Q/A, donde A es el Area de la seccidn)

En el contorno entrante, la velocidad permanece unidireccio-

nal y uniforme durante todo el céalculo.
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5.2.1.- Archivo de Geometria

En este archivo se provee 1la siguiente informacién:

i) N , N , Z (Formato 2137 RB7.2)
14 X B

donde Zb es la cota de la superficie libre en el contorno
de salida.
1ijAx, &v, At: u, zo (Formato 5 F5.2)
donde n es el coeficiente de Manning, y Zo un nivel de re-
ferencia apropiado para las cotas de la superficie libre;
este nivel se mide respecto del cero de las cotas de fondo
(ver mas abajo).
T 04 ) Uo' ho, L (Formato 3F5.2)
1) (BF i, 9} 3 = 4 N}g 2 =4, %} (Formato7011) .
donde FPF (i, j) es &l cddigo de cada celda (ver Flgs Bulq)s
en otras palabras, éste es el "mapa" de la regién de cédlcu
lo.

V} {Z {Irj}r J = N.,'-f Nz}r i = 2, N

= (Formato 16 FG5.2)

donde Nl y N2 corresponden a la primera y dGltima celda
agua, respectivamente, de la fila i; Nl v N2 son calcula-
dos automdticamente; para las celdas tierra que puedan
quedar entre N1 y N2 puede asignarseles un valor arbitra-

rio de zo, ya que éste no se utiliza en los cilculos.

5.2.2.- Archivo de Condiciones Iniciales

Este archivo es estructuralmente idéntico al Archivo
de Resultados (ver préxima seccidn), vya que se obtiene

como la salida de una corrida anterior.

83



5.2.3.~ Archivo de Resultados

Este archivo de salida provee 1los valores de 1la

cota (h + Eo)ij y de 1las componentes de la velocidad Wiriz]
v Mﬁwgdesde i = Nl hasta Nz, para cada fila i, con i desde
1 hasta Ny.

5.2.4.~ Archivo de Curiosos

Este es un relativamente pequefio archivo de salida
que presenta los valores de la cota de 1la superficie libre,
las componentes de 1la velocidad y la cota de fondo en
la celda media de cada fila, y los wvalores del caudal
que atraviesa cada fila. Este dltimo date da una idea
de la convergencia de la solucién numérica a condiciones
permanentes (en cuyo caso el caudal es uniforme e igual

al valor en la entrada).
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Eigura N° 5.2.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES

Se ha presentado, analizado y probado un método
nuferico para calcular flujos cuasi-bidimensionales a
supeficie libre. En términos generales, el método propuesto
ha resultado apto como té&cnica de relajacién para el calculo
de escurrimientos en régimen permanente.

El esquema muestra una convergencia mas rapida hacia
la solucidn estacionaria que el método de Leendertse,
debido al cardcter disipative del primero en el rango
de las longitudes de onda cortas, que produce un efecto
de filtro. Por la misma causa, el presente procedimiento
es mas estable. No obstante, aparecen inestabilidades
no lineales: cuando el paso temporal deviene demasiado
grande. Esto se debe a que, para CH—+-NJ, el esquema pierde
ese caracter disipativo. Actualmente, se trabaja en Ila
construccidn de un método numérico cuyas caracteristicas
de filtrado sean independientes de CH.

Las pruebas de comparacidén realizadas con soluciones
conocidas, han mostrado que el procedimiento provee una

precisidén adecuada.

86



YOS

REFERENCIAS

WHITHAM, G.B., "Linear and Nonlinear Waves", Wiley - Inter-

science, New York, 1974.-

BATCHELOR, G., "An Introduction to Fluid Dymamics", Cam-
bridge University Press, U.K., 1967.
HINZE, J.0., "Turbulence", Mc Graw-Hill, 1975.

FLOKSTRA, C., "The Closure Problem for Depth-Averaged
Two-Dimensional Flow", XVII Congress of the International
Association for Hydraulic Research, Baden-Baden, August
15=19_ “LoF7.

THOMPSON, P.D., "The Eguilibrium Energy Spectrum of
Randomly Forced Two-Dimensional Turbulence", Journal

of Atmospheric Sciences, 30 (8), November 1973, 1593~

1598,
RODI, W.;, "Turbulence Models and Their Application
in Hydraulics", International Association for Hydraulics

Research State-of-the-Art Paper, Federal Republic of
Germany, June 1980.

FISHER, HE "Longitudinal Dispesion and Turbulent
Mixing in Open-Channel Flow", Annual Review of Fluid
Mechanics, Vol. 5, 1973.

BEREWETSK . (F.PL ThH., BE. VRIEBNE, H.-3.. "Computation of
the Flow in Shallow River Bends", Journal of Hydraulic
Research, 18 (4), 1980.

DAUBERT, A., CRAFFE, M.O., "Quelques Aspects des Ecoule-
ments Presque Horizontaux a Deux Dimensions en Plan
et Non Permanents Application aux Estuaires", La Houille
Blanche, 8, 1967.

PONCE, V.M., SIMONS, D.B., "Shallow Wave Propagation
in Open Channel Flow", Journal of the Hydraulics Division,

ASCE, 103, (HY1l2), December 1977.



11.~-MENDENDEZ, A.N., NORSCINI By "Spectrum of Shallow
Water Waves: An BAnalysis", Journal of the Hydraulics
Division, ASCE, 108 (HY¥1), January 1982.

12.-LEENDERTSE, J.J., "Aspects of a Computational Model
for Long-Period Water-Wave Propagation”, Rand Memorandum
RM—-5294-PR, 1967.

13.-VREUGDENHIL, C.B., WIJBENGA, J.H.A., "Computation of
Flow Patterns in Rivers", Journal of the Hydraulics
Division, ASCE, 108 (HY1l1l), November 1982.

14.-B0O0O1J, R., Discusidén a [2]1 , Journal of Hydraulic Enginec-
rinc, ASCE, ¥ol. 110 (1), January 1984,

15.-PONCE, V.M., YABUSAKI, SsHug "Modeling Circulation
in Depth-Averaged Flow", Journal of the Hydraulics
Division, ASCE, 107 (HYl1l), November 1981.

16.-GUSTAFSSON, B., "An Alternating Direction Implicit
Method for Solving the Shallow Water Equations", Journal
of Computational Physics , 7, 239-254, 1971.

17.-BENQUE, J.P., CUONGE, J.A., FEUILLET, J., HBROGUEL, A.,
HOLLY, F.M. (Jr), "New Method for Tidal Current Computa -
tion", Journal of the Waterway, Port, Coastal and Ocean
Division, ASCE, 108 (WW3), August 1982.

18.-WEARE, T.J., "Errors Arising from Irregular Boundaries
in ADI Solutions of the Shallow-Water Equations", Inter-
national Journal for Numerical Methods in Engineering,
14, 921-931, 1979.

19.- MENENDEZ, A.ﬁ., "Simulacidén Numérica Uni y Bidimensional
de 1la Onda de Rotura de Presas", Informe LHA 17-005-
80, Agosto de 1980.

20.- GARCIA, F.R. , "Modelo Matematico Bidimensional para
Problemas de Flujo con Superficie Libre", Informe del
Instituto de Mecanica de los Fluidos, Universidad Central

de Venezuela, Julio de 1984.



2l

20 =

24

2=

2=

3l e

Sl

KATOPODES, N, , "Two-Dimensional Surges and Shocks
in Open Channels", Journal of Hydraulic Engineering,
110 (6), June 1984.

Mc GUIRK, J.J., RODI, W., "A Depth-Averaged Mathematical
Model for the Near Field of Side Discharges into Open
Channel Flow", Journal of Fluid Mechanics, 86, 761—78%
1978.

PATANKAR, P.G., Spalding, D.B., "Heat and Mass Transfer
in Boundary Layers", Morgan-Crampian, London, 1967.
FINDIKAKIS, A.N., STREET, R.L., "Mathematical Desciption
of Turbulent Flows"™, Journal of the Hydraulics Division,
ASCE, 108 (HY8), August 1982.

FINDIKAKIS, A.N., STREET, R.L., "Finite Element Simulation
of Stratified Turbulent Flows", Journal of the Hydraulics
Division, ASCE, 108 (HY8), August, 1982.

DAHLQUIST, G.,BJORK, A., "Numerical Methods", Prentice
Hall, 1874,

HIRT, C.W., "Heuristic Stability Theory for Finite-Differ-
ence Equations", Journal of Computational Physics,
2, 339-3585, 1968.

WARMING, R.F. BYRTT Bl "The Modified Equation

Approach to the Stability and Accuracy Analysis of
Finite-Difference Methods", Journal of Computational
Physics; 14, 159-179, 1974.

LILLY, D.K., "On The Computational Stability of Numerical
Solutions of Time-Dependent Non-Linear Geophysical
Fluid Dynamics.  Problems", Monthly Weather Review, 93
(1), January 1965.

ISBACH, S.V., LEBEDEV, I.V., "Change of Natural Streams
During Construction of Hydraulic Structures", IX Convencidén

del TAHR, 1961.

"Estudio del Escurrimiento en la Zona de Corpus con

un Modelo Matemdtico. Informe Complementario", Informe

LHA-053-02-85, Agosto 1985.



Laboraiorio de Hidraulica Aplicada

Casilla de Correo 21 Tel. 295 -1557 =4
(1802) Aeropuerto Ezeiza, Prov. Bs. As. 295 - 1517
ARGENTINA 295 - 1562



