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RESUMEN

Se presenta un modelo matematico para describir la evolucion morfolégica de la
seccion transversal de un canal, incluyendo la erosion de sus margenes, cuando
éstas estan constituidas por material suelto del mismo tipo que el lecho. El modelo
combina el “método de distribucion lateral” para la hidrodinamica, las
formulaciones de Parker para el calculo del transporte en suspension y de fondo y
la ecuacion de Exner para la evolucion de la seccidén junto con un algoritmo
especial para tratar la erosion de la margen. El modelo es validado utilizando
datos de experimentos y comparado con las predicciones de Kovacs y Parker
utilizando una formulacion hidrodindmica mas elaborada, obteniéndose resultados
muy satisfactorios.

ABSTRACT

A mathematical model to describe the morphological evolution of a channel cross-
section, including the erosion of its margins when they are constituted by loose
material of the same type as the channel bottom, is presented. The model
combines the “lateral distribution method” for the hydrodynamics, Parker
formulation for the calculation of suspended and bed load and Exner equation for
the cross-section evolution, together with a special algorithm to treat margin
erosion. The model is validated using experimental data and compared to
predictions by Kovacs and Parker using a more elaborated hydrodynamics
formulation, obtaining very satisfactory results.



INTRODUCCION

El problema de la evolucion morfolégica del lecho de un canal constituido por
material granular ha recibido considerable atencién y, en la actualidad, puede
considerarse que su resolucion es aceptable desde el punto de vista ingenieril, al
menos para granulometrias no extendidas. Por el contrario, la evolucion de las
margenes, tanto en procesos de erosion como de acrecidn, continia en un estado
sensiblemente menos desarrollado desde el punto de vista tedrico. Contribuyen a
ello, en gran medida, el hecho de que en la mayoria de los casos el material
constitutivo de la margen es de tipo cohesivo y muestra fuertes heterogeneidades.
Sin embargo, la importancia practica del problema ha conducido al planteo de
modelos de evolucién que, al menos, sean capaces de simular las tendencias de
largo plazo.

Como primer paso en un proyecto de investigacion y desarrollo destinado a
implementar técnicas de modelacion numérica de procesos de evolucién de
margenes, en este trabajo se presenta la formulacion y validacion de un modelo
para el caso particular en que las margenes estan constituidas por material suelto
y del mismo tipo que el lecho. Aunque de aplicacion practica relativamente
restringida, este modelo reviste una importancia tedrica fundamental porque
impone una formulacion rigurosa de los mecanismos de transporte considerando,
ademas de la pendiente longitudinal, la pendiente lateral del canal. Ademas, aun
en el caso de margenes cohesivas, este modelo es de aplicacion hasta las
cercanias de esas margenes, donde pueden producirse fendmenos similares a los
estudiados en el presente trabajo.

El modelo plantea balances en una seccién transversal del canal, suponiendo que
las variaciones longitudinales de las magnitudes del flujo son mucho mas suaves
que las laterales. Ademas, trabaja con una formulacién integrada en la vertical, por
lo que el problema se convierte en unidimensional en el espacio.

MODELO MATEMATICO

El modelo matematico debe representar el movimiento del fluido, el arrastre de
sedimentos y el consiguiente cambio en la forma del fondo y las margenes. Esta
constituido, entonces, por tres modelos: uno hidrodinamico, otro sedimentolégico y
un tercero morfologico.

Modelo hidrodinamico

La aplicacion del principio de conservacion de la cantidad de movimiento en la
direccion del flujo (direccién longitudinal), x, considerando que las variaciones en
esa direccidn son relativamente débiles y adoptando una descripcion integrada en
la vertical, conduce a la siguiente ecuacion para el caudal especifico q, conocida
como “Método de Distribucion Lateral” (LDM) [3]:
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siendo y la coordenada en la direccion lateral del canal, g la aceleracion de la
gravedad, h la profundidad, Ix la pendiente longitudinal (considerada uniforme en el
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sentido lateral), B, =/1+1," + |y un factor que relaciona la tension de corte en
la superficie inclinada del fondo respecto a la tensién en el plano horizontal [3],
siendo I, la pendiente lateral, f=8gn2R,f“3 el factor de friccion de Darcy-

Weisbach, con n el coeficiente de rugosidad de Manning y Ry el radio hidraulico,
g, =a,/ghl,h la viscosidad de torbellino lateral, con « el coeficiente de viscosidad

lateral. La ecuacion (1) tiene en cuenta tres efectos: a) la accion de la gravedad
sobre el fluido (primer término), b) la friccion producida por el lecho del canal
(segundo término) y c) la difusion turbulenta (tercer término).

Como condicion de contorno sobre las margenes se impone el libre deslizamiento,
lo que fisicamente significa despreciar el espesor de la capa limite.
Matematicamente, ésto puede pensarse como una prolongacion analitica de los
contornos, que por simetria da una condicion de derivada nula:

dg _, ,
E =U sobre las margenes (2)

Noétese que como las margenes son, eventualmente, variables en el tiempo, las
condiciones de borde (2) se aplicaran sobre puntos espaciales distintos en cada
paso de tiempo.

La resolucion del sistema (1)-(2) permite hallar la distribucién lateral del caudal
especifico, g=q(y).

Modelo sedimentolégico

Las particulas de sedimento en suspension rigen su dinAmica por procesos de
adveccion-difusion, mientras que el sedimento de fondo se ve afectado por fuerzas
de arrastre. Esto hace que resulte conveniente separar el modelo sedimentolégico
en dos submodelos, uno para las particulas en suspension y otro para aquellas
particulas que son transportadas como carga de fondo.

Transporte en suspension

De acuerdo a Parker [5], el flujo lateral de sedimento suspendido debido a la
difusion turbulenta est4 dado por:
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donde C es la concentracion volumétrica de sedimento y &, el coeficiente de

difusividad turbulenta lateral. La concentracion C se obtiene de imponer la
condicion de equilibrio para el flujo de sedimento en la direccion z [5]:

V,

C=Ee *)

donde z es la coordenada vertical medida desde el fondo, &, el coeficiente de
difusion de torbellino en la direccién vertical, que en la aproximacion de Engelund
[6] vale &, =0.077U,h, con U, =,/ghl, la velocidad de corte, vs la velocidad de

caida del sedimento y E la tasa adimensional de erosién, que puede expresarse
como E = b(U* /Vs)3 [2], con b un coeficiente empirico (b=3.274x10™).

Reemplazando (4) en (3) e integrando sobre la profundidad se obtiene
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Por su parte, el flujo longitudinal de sedimento suspendido esta dado por

g
o =—-C
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Entonces, el transporte de sedimento suspendido segun x vale

_qg
O = Hg (8)

Transporte de fondo

Para el transporte de fondo se utiliza la formulacion general desarrollada por
Kovacs-Parker [1], que a partir de un planteo de base fisica incluye todos los
efectos de la pendiente lateral del cauce. Se introducen como elementos auxiliares



los siguientes versores ortogonales (Fig. 1): k segun direccion vertical z, A, segin

la direccion x, N, segun la direccion y, A segun la direccion normal al plano
tangente al lecho, § segun la direccién del flujo y p segun la direccion transversal

tangente al lecho. Los angulos @« y ® que se indican en la Fig. 1 estan
relacionados con las pendientes longitudinal y transversal, respectivamente, de
acuerdo a

l,=tana | =tanw (9

También se consideran como elementos auxiliares los siguientes vectores: k, es la
proyeccion de -k sobre la normal n y k; la proyeccion de -k sobre el plano
generadopor §y f.
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Figura 1 Elementos auxiliares para la ecuacion de transporte de fondo

Imponiendo el balance entre la fuerza de arrastre debida al movimiento del fluido,
el peso efectivo (descontado el empuje) proyectado en la direccion k; tangente al
plano del lecho y la fuerza resistiva dinamica de Coulomb, resulta la siguiente
ecuacion vectorial [1]:

| U*rl U*r' aT*cO(lknl fvp - Kduc) =0 (10)

donde u,” = u; / (g4dso)¥?, con 4 la densidad relativa del sedimento, dso el diametro
medio del material y u= up-vp la velocidad relativa, siendo up=uy$ la velocidad del
fluido cercana al lecho, con u, = a*U- y a = h'®*/(gn?) un coeficiente que
representa el efecto de la rugosidad; v, = vpf, es la velocidad de la particula de

sedimento, con £ el versor en la direccién de movimiento de la particula; 7co =
(4uc)/(3aCp) el valor critico del parametro de movilidad de Shields para pendiente



del fondo nula, siendo Cp el coeficiente de arrastre y uc el factor de friccion de
Coulomb.

Resulta conveniente expresar la ecuacion vectorial (10) como un sistema de
ecuaciones escalares. Esto se puede realizar expresando los vectores
intervinientes en funcion de los angulos o, @y . Se denominara y al angulo entre
los versores § y £, La ecuacion (10) se convierte entonces en el siguiente

sistema de ecuaciones:

%0 seng =0 (11a)
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\/ub*z +v,”% —2u,"v, cosy (u,” —v, cosy) —ar,,|cos Bl cosy +
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ar,, senm cos’ o o

L \/sen’e cos? a + cos® @

Expresando seny en términos del cosy, queda planteado un sistema de

*
ecuaciones en las incognitas V, y cosy, lo que permite entonces hallar el vector

velocidad de la particula para las condiciones locales de pendiente lateral y
longitudinal. Es facil demostrar, ademas, que cos/= coSa COS®.

Siguiendo con el formalismo de Kovacs y Parker [1], el transporte de fondo
adimensional se halla mediante
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donde la concentracién integrada en la vertical £ depende de la tensién de corte
de acuerdo a

T -1
&" =1 pc |cos B|cosy —sena

si ¢ > (13)
0 si 7 <7,

con 7 el parAmetro de Shields y zc su valor critico. La ecuacion (13) surge de
plantear la conservacion de la masa en un volumen de control elemental.

La relacion entre el parametro de Shields critico y su valor para pendiente del
fondo nula se obtiene imponiendo v, = 0 en las ecuaciones (11a) y (11b):
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Expresando (12) en componentes se obtiene

Obx = Qos COS, Qby = (bp COS@ (15)

con
Qps = d5p0&"V," COSY/ (16a)
Qop = dsomf*vp*(cos ysenasen + seny/cos’  + sen’w cos> a) (16b)

Modelo morfolégico

El modelo morfolégico esta constituido por la Ecuacion de Exner, que surge de
aplicar continuidad al transporte de sedimento:

o
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donde z, es la elevacion del lecho, g« y qy los transportes totales en cada
direccién, suma de los respectivos transportes suspendido y de fondo, y A la
porosidad. Nétese que en el presente problema se toma &j/dx = 0 en base a la
hipotesis de cambios suaves en la direccidn longitudinal.

RESOLUCION NUMERICA

El sistema (1)-(2), que constituye el modelo hidrodinamico, es un problema de
valores de contorno. Este fue discretizado por un método directo de diferencias
finitas. El sistema algebraico no lineal resultante se resolvié por el método de
Newton-Raphson.

Conocida la distribucion lateral de g, las ecuaciones (8) y (5) permiten calcular los
transportes longitudinal y lateral de sedimento suspendido, respectivamente. En el
caso del transporte lateral, previamente se discretiza la derivada lateral por
diferencias finitas.

El transporte de fondo se obtiene resolviendo el sistema algebraico de ecuaciones
(11a)-(11b) mediante la aplicacion del método de Newton-Raphson vy
reemplazando los resultados en (15a) y (15b).

La ecuaciéon (17), que es el modelo morfolégico, fue discretizada por un método
explicito de diferencias finitas. La relacion entre el paso de célculo temporal Aty el



espacial 4y surge de la propia Ecuacion de Exner At = h4y/fqy/. Para evaluar la
erosion de las margenes se desarrollo el siguiente algoritmo: a) Luego de cada
paso de calculo se determina el talud a cada lado de las dos margenes; b) Si ese
talud supera la pendiente critica, dada por tana: = 4 se corre un nodo la linea de
margen hacia el exterior del canal (es decir, se agrega un nodo al dominio de
calculo).

VALIDACION DEL MODELO

Para validar el modelo se resolvié el mismo problema que Kovacs-Parker [1], que
consiste en la evolucion de un canal trapezoidal cuya seccidn transversal inicial se
muestra en la figura 2, siendo entonces los valores iniciales:

o Profundidad méaxima inicial = 0,061 m
o Taludes izquierdo y derecho = 0,56
0 Ancho de solera=0,220 m

A 4

B 0,438 m

0,061 m

0,220 m —»

A

Figura 2 Seccion transversal inicial

Los otros parametros valen: I, = 0,00215; dso = 1,3 mm; a'? = 11,9; 7 = 0,035; 1
= 0,84; 1 = 035; ¢ /U.h=0,13. El dominio se dividié inicialmente en 100

intervalos, resultando un paso de discretizacion lateral de A4y = 0,00438 m. El paso
temporal result6 de At = 1 seg.

En la Fig. 3 se presenta la comparacion entre los calculos del presente modelo y el
de Kovacs-Parker [1], que utilizan un modelo hidrodinamico mas sofisticado ya
gue resuelven la coordenada vertical (modelo bidimensional en el plano de la
seccion transversal). Se observa un acuerdo general satisfactorio, indicando que
el modelo integrado en vertical y el algoritmo de erosion de la margen proveen una
representacion basicamente adecuada del fendmeno.

Dado que este problema simula las condiciones experimentales de lkeda [2], en
las Figs. 4 y 5 se muestran las comparaciones entre los calculos efectuados con
ambos modelos y las mediciones experimentales. Se observa que el modelo de
Kovacs-Parker capta algo mas precisamente la pendiente de la margen, aunque la



performance del presente modelo puede considerarse totalmente aceptable a nivel
ingenieril. Ademas, sigue correctamente la evolucion de la margen y representa
algo mejor la evolucion del fondo en el centro del canal.
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Figura 3 Evolucién de la seccién transversal

3 39
g 3
2 2 050
s 2
« a
o0t — — — — — e I it S
| |
030 | |
| |
020 | |
| |
010 — — — — — — — gooPBPET T T
L |
0.00
0.00 010 020 030 0.40 050 060 070 080 090 100 0.00 010 020 030 0.40 050 060 070 080 0.90 100
Distancia Distancia
[o — Kovacs-Parker — Presente [o — Kovacs-Parker — Presente|
100
0001 — — — — — — - — — —
080

Profundidad
g

oo
oo baz® 0000 gggo00Poto0ogg

0.00 010 020 030 0.40 050 060 070 080 090 1.00
Distancia

o — Kovacs-Parker — Presente




(c)t=12 horas

Figura 4 Comparacion entre modelos y mediciones para la forma de la seccién
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CONCLUSIONES

El modelo planteado para el proceso combinado hidrodindmico-sedimentolégico-
morfolégico ha mostrado una buena performance, a pesar de estar basado en una
formulacién enteramente unidimensional, lo cual indica que capta los mecanismos
esenciales del fenbmeno de cambio morfolégico con evolucidon de margenes.
Constituye entonces una base prometedora para pasar a simular situaciones mas
complejas que incluyan margenes de material cohesivo.
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